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Die  Abbildung  des  Aeussern  eines  Kreisbogen 

polygons  auf  eine  Kreisfläche. 


Von 


Th.  Sanio. 


Die  Theorie  der  conformen  Abbildungen,  welche  gegenwärtig  in 
der  Weiterentwicklung  der  höheren  Analysis  eine  ähnliche  Rolle  spielt, 
wie  sie  in  den  beiden  vorigen  Jahrhuuderten  bei  der  Entwicklung 
der  Prindpien  des  Infinitesimalcalculs  den  Theorien  der  Tangenten 
und  der  Maxima  zu  Teil  wurde,  umfasst,  ganz  ähnlich  wie  jede  jener 
beiden,  zwei  Reihen  von  Aufgaben,  welche  sich  durch  den  sehr  ver- 
schiedenen Grad  ihrer  durchschnittlichen  Schwierigkeit  sofort  als  dem 
elementaren  und  dem  höheren  Teil  dieser  Lehre  angehörig  ausweisen, 
und  welche  man  in  genauer  Analogie  mit  den  beiden  Reihen  von  Auf- 
gaben der  Tangententheorie  als  die  directen  und  die  inversen  Auf- 
gaben der  Abbildungslehre  bezeichnen  kann. 

Die  Probleme  der  ersten  Art,  wie  sie  in  dem  für  diesen  Teil 
der  Theorie  sehr  vollständigen  Elemcntarwerk  von  Holzmüller  [„Ein- 
führung in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften"  etc.]  zur 
Darstellung  kommen,  lassen  sich  sämtlich  unter  die  Form  subsumiren: 
Eine  Function  £  =  f{z)  ist  direct  gegeben;  gesucht  werden  die  geo- 
metrischen (und  sonstigen)  Eigenschaften  der  durch  diese  Form  ver- 
mittelten Abbildungsart 

Die  Probleme  der  zweiten  Art,  welche  als  die  inversen  Auf- 
gaben bezeichnet  wurden,  lassen  sich,  wie  dieses  bei  den  höheren 
and  schwierigeren  Untersuchungen  eiuer  mathematischen  Disciplin 
gewöhnlich  der  Fall  zu  sein  pflegt,  nicht  unter  eiuen  Gesichtspunkt 
zusammenfassen,  und  man  wird  die  bis  jetzt  behandelten  Probleme 
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in  mehrere  wesentlich  verschiedene  Gruppen  einzuteilen  haben,  was 
freilich  an  dieser  Stelle  zu  weit  führen  würde  und  daher  unterbleiben 
mag.  Das  gemeinsame  Band  der  Aufgaben  besteht  nur  darin,  dass 
bei  allen  die  Abbildungsfunction  gesucht  wird;  woraus  sich  dann 
in  den  concreten  Fallen  ergiebt,  dass  sie  in  der  Regel  der  Integral- 
rechnung angehören. 

Die  Theorie  derselben,  welche  bekanntlich  durch  den  Satz  von 
Riemann,  dass  zwei  im  Uebrigen  beliebig  gestaltete,  einfach  zusammen- 
hängende ebene  Flächenstücke  stets  gegenseitig  eindeutig  und  conform 
auf  einander  abbildbar  sind,  ihre  Grundlage  erhielt,  machte  den 
nächsten  wichtigen  Fortschritt  durch  die  Abhandlung  von  Schwarz: 
„Ueber  einige  Abbildungsaufgaben"1). 

Die  darin  behandelten  Probleme  gehören  zur  Gruppe  derjenigen, 
bei  welchen  die  zu  suchende  Abbildungsfunction  durch  Festsetzung 
der  Begrenzung  der  beiden  Gebiete,  welche  einander  entsprechen 
sollen,  bestimmt  wird. 

Die  Lösung  der  Aufgabe,  den  Kreis  auf  der  Fläche  eines  von 
geraden  Linien  begrenzten  Polygons  conform  abzubilden  findet  sich 
allerdings  auch  in  einer  früher  als  die  von  Schwarz  erschienenen 
Arbeit  von  Christoffel:  Sul  problema  delle  temperature  Stationarie 
e  la  rappresentazione  di  una  data  soperficie.  1867.  Im  ersten  Bande 
der  Annali  di  Matematica,  secunda  serie.  Dagegen  ist  das  Problem, 
die  unendliche  Halbebene  (oder,  was  davon  nicht  wesentlich  verschie- 
den ist,  den  Kreis)  conform  auf  ein  von  Kreisbögen  begrenztes  Polygon 
abzubilden,  von  Schwarz  in  der  genannten  Abhandlung  zuerst  gelöst 
worden,  und  bildet  die  Analyse  desselben,  welche  überdies  auch  einer 
Anwendung  auf  andere  Abbildungsprobleme  fähig  ist  [Ein  Beispiel 
wird  in  §  1.  der  vorliegenden  Arbeit  gegeben  werden]  den  eigentlichen 
Fortschritt  der  Theorie. 

Die  in  dem  Folgenden  behandelte  Aufgabe,  die  Halbebene  auf 
das  Aenssere  eines  von  Kreisbögen  begrenzten  Polygons  abzubilden, 
welcher  näher  getreten  zu  sein  ich  der  Güte  des  Herrn  Professor 
Lindemann  verdanke,  erledigt  sich  durch  die  oben  erwähnten  von 


1)  In  Crelle's  Journal  der  Math.  Band  70.  veröffentlicht  und  vom  Fe- 
bruar 1869  datirt  Die  unmittelbar  darauf  in  eben  demselben  Bande  gedruckte 
vom  September  1868  datirte  Arbeit  desselben  Autors  enthalt  zwar  ebenfalls 
die  fnr  die  Abbildung  geradliniger  Polygone  charakteristische  Integralfunction, 
sie  enthalt  aber  nicht  das  analytische  Princip,  welches  wohl  den  wichtigsten 
Fortschritt  der  Theorie  involvirt,  und  welches  sich  in  der  zuerst  genannten 
Abhandlung  findet. 


» 
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Schwarz  gegebenen  Hilfsmittel,  und  es  zeigt  sich  sogar,  dass  sie  von 
der  entsprechenden  Aufgabe  für  das  Iunere  des  Kreisbogenpolygons 
nicht  wesentlich  verschieden  ist,  indem  beide  Probleme  auf  Differential- 
gleichungen von  ganz  derselbeu  Form  führen,  welche  sich  nur  durch 
die  Werte  ihrer  Parameter  von  einander  unterscheiden. 

Dieses  Resultat  war  vermöge  der  bekannten  Eigenschaften  der 
linearen  Substitution,  welche  in  der  Transformation  der  Figuren  durch 
Kreisverwandtschaft  ihren  geometrischen  Ausdruck  finden,  vorauszu- 
sehen, und  man  würde  es  wohl  als  selbstverständlich  und  keiner  be- 
sondern Untersuchung  würdig  erachten,  wenn  nicht  Christoffel  in  der 
Abhandlung:  Sopra  un  problema  proposto  da  Diricblet*),  einem 
Znsatze  zu  der  vorhin  genannten  grösseren,  gezeigt  hätte,  dass  die 
Aufgaben  für  das  Innere  und  das  Aeussere  eines  geradlinigen 
Polygons  auf  zwei  verschiedene  Abbildungsfunctioncn  führen; 
auch  unterscheidet  sich  die  Analyse  des  letztern  Problems  in  einem 
Punkte  wesentlich  von  der  des  erstem. 

Nachdem  das  Resultat  gewonnen  war,  dass  die  beiden  für 
geradlinige  Polygone  verschiedenen  Probleme  für  Kreis- 
bogenpolygone eoineidiren,  war  es  wünschenswert,  zu  zeigen, 
dass  Christoffers  Analyse  des  zweiten  Problems,  wenn  man  sie  auf 
Kreisbogenpolygone  ausdehnt,  zu  keiner  andern  Differentialgleichung 
führt,  als  die  ohne  diesen  Zusatz,  also  auf  dem  einfachsten  Wege 
vorgenommene  Anwendung  der  Schwarz'schen  Principien. 

Ferner  war  es  nötig,  die  allgemeine  und  einheitliche  Lösung  der 
Abbildungsaufgabe  des  Kreisbogenpolygons  zur  Herleitung  der  be- 
kannten Lösungen  der  beiden  auf  das  geradlinige  Polygon  (als  eines 
speciellen  Falles  des  Kreisbogenpolygons  bezüglichen  Aufgaben  zu 
benutzen,  um  zu  zeigen,  dass  in  der  Tat  die  Christofferseben  Ab- 
bildungsfnnctionen  für  das  Innere  und  für  das  Aeussere  des  Polygons 
sich  beide  auf  diesem  Wege  ermitteln  lassen. 

Das  ist  nnn  für  das  Dreieck,  also  für  den  Fall,  in  welchem 
die  zur  Anwendung  kommende  Differentialgleichung  diejenige  der 
hypergeometrischen  Reihe  ist,  durchgeführt  worden. 

Was  aber  die  Polygone  mit  mehr  als  drei  Ecken  anbelangt, 
so  unterliegt  die  Behandlung  derselben  einer  Schwierigkeit  Während 
nämlich  die  Parameter  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung 
durch  die  Angabe  der  Winkel  des  abzubildenden  Kreisbogendreiecks 
vollständig  bestimmt  sind,  genügt  die  Angabe  der  n  Winkel   des  ab- 


2)  Aniuli  di  Matematica,  Serie  2,  Band  4. 
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zubildenden  Kreisbogenpolygons,  wenn  n>3  ist,  nicht  mehr  zur 
Bestimmung  der  2n  —  3  Parameter,  welche  die  auf  die  einfachste 
Form  gebrachte  Differentialgleichung  des  Problems  ausser  den  singu- 
lären  Punkten  noch  enthält. 

Die  vollständige  Durchführung  der  Constantenbestimmung  für 
das  Scbwarz'sche  Problem,  wenn  sie  geleistet  wäre,  also  die  Lösung 
derjenigen  Aufgabe  für  Kreisbogenpolygone,  welche  für  geradlinig 
begrenzte  Polygone  in  der  Abhandlung  von  Schlaefli:  „Ueber  die 
allgemeine  Möglichkeit  der  conformen  Abbildung  einer  von  Geraden 
begrenzten  ebenen  Figur  in  eine  HalbebeneU8)  in  Angriff  genommen 
ist,  würde  allerdings  auch  für  das  hier  vorliegende  Problem  alles 
Wünschenswerte  erreichen  lassen;  diese  Aufgabe  in  ihrer  Allgemein- 
heit dürfte  aber  doch  sehr  erbeblichen  Schwierigkeiten  unterliegen. 

Wenn  man  ein  Kreisbogenpolygon  unter  Zugrundelegung  der 
gewöhnlichen  (Gauss'schen)  geometrischen  Repräsentation  des  Imagi- 
nären, durch  eine  lineare  Substitution  oder,  was  damit  gleichbedeutend 
ist,  zweimal  durch  reeiproke  Radien  oder  einmal  durch  reeiproke 
Radien  und  alsdann  durch  Umklappung  transformirt,  so  bleiben  hier- 
bei bekanntlich,  wie  im  allgemeinen  (nämlich  abgesehen  von  singu- 
lären  Fällen)  durch  jede  analytische  Transformation  —  die  Winkel 
des  Polygons  unverändert.  Diese  Winkel  sind  aber  nicht  die 
einzigen  Invarianten  des  Polygons;  bezeichnet  man  nämlich  irgend 
vier  Punkte  der  ursprünglichen  Figur  durch  &,  £s,  £3,  £4,  so  ist  bekanntlich 
das  Doppelverhältniss  derselben,  nämlich  die  Function 

£,-£,,{,-& 

J*     £3     t%     £4 

für  die  allgemeine  lineare  Substitution  ebenfalls  eine  absolute 
Invariante. 

Seien  jetzt  f„  £»,  ...,  £N  die  Ecken  des  Kreisbogenpolygons, 
welche  als  die  den  singulären  Punkten  der  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  entsprechenden  Punkte  des  ^-Gebietes  analytisch 
definirbar  sind.  Die  n  (n  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3)  Doppelverhältnisse,  welche 
sich  aus  den  Grössen  £,,  f2»-&*  bilden  lassen,  sind  durch  n— 3 
von  ihnen,  etwa  durch  die  Doppelverhältnisse 

(£l£w-2jW-l£»),   (f* £n-2 £h-1  £m),   ...,  (fn-3 £n-2 £n-l  ?m) 

bestimmt.  Bezeichnet  man  die  Werte  dieser  letzteren  durch  x^ 
xä,...x„_3,  die  Winkel  des  Polygons  aber,  abgesehen  von  dem  ge- 


3)  Im  76ten  Bande  des  Crelle'schen  Journals. 
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meinsamen  Factor  *r,  durch  Xt,  k&  . ..,  AM,  so  sind,  wenn  n  eine  un- 
gerade Zahl  ist,  jedenfalls  die  X  von  den  x  unabhängig,  da  es  in 
diesem  Falle  möglich  ist,  wenn  die  n  Eckpunkte  beliebig  festgesetzt 
sind,  dem  Polygon  die  Winkel  A  zu  geben.  (Für  gerades  n  sind 
freilich  die  Winkel  von  der  Wahl  der  Ecken  nicht  ganz  unabhängig.) 
Es  muss  daher,  zum  Mindesten  für  Polygone  von  ungerader  Seiten- 
anzahl, möglich  sein,  die  n— 3  von  einander  unabhängigen  Doppel- 
verhältnisse und  die  Winkel  des  Polygons  neben  einander  als  invariante 
Parameter  in  das  Problem  einzuführen.  Die  genauere  Untersuchung 
dieser  Verhältnisse  wird  nicht  wenig  durch  den  Umstand  gefördert, 
dass,  wie  Wedekind  gezeigt  hat4),  das  Doppelverhältniss  von  vier 
complexen  Punkten  sich  durch  zwei  reelle,  von  einander  unabhängige 
Winkel  auf  eine  einfache  Weise  darstellen  lässt.  [Dass  ein  beliebig 
gegebenes  Doppelverhältniss  der  obigen  Art  als  coroplexe  Grösse  für 
zwei  lineare  Parameter  zählt,  versteht  sich  ohnehin  von  selbst] 
Auch  das  Kreisbogenpolygon  von  gerader  Seitenanzahl  wird  durch 
dieses  Hilfsmittel  einer  analogen  Behandlungsweise  zugänglich,  und 
es  ergiebt  sich,  dass  der  vorhin  nur  als  möglich  augedeutete  Unter- 
schied zwischen  Gerade  und  Ungerade  in  Wirklichkeit  stattfindet, 
dass  nämlich  für  Polygone  von  gerader  Seitenanzahl  einer  der 
Winkel  durch  die  übrigen  und  die  Doppelverhältnisse  mit  be- 
stimmt ist. 

Das  Endergebniss  dieser  Betrachtung  lässt  sich  so  aussprechen: 
Durch  Polygonwinkel  und  Doppelverhältnisse  werden  die  3n  —  3  Para- 
meter der  Differentialgleichung  des  Problems  (hier  sind  auch  die 
im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte  mit  eingerechnet)  für  ein 
ungerades  n  bis  auf  zwei,  für  ein  gerades  bis  auf  drei,  bestimmt 

Vermittelst  einer  solchen  Darstellung  wird  es  möglich  sein,  die 
beiden  allgemeinen  Probleme  der  Abbildung  des  Innern  und  des 
Aeussern  eines  gegebenen  Kreisbogenpolygons  auf  einander  zu  be- 
ziehen., indem  man  in  den  Parametern  der  Differentialgleichung  des 
einen  aberall  2  —  h  für  A*  substituirt,  die  x  aber  unverändert  lässt. 

Wegen  des  genauen  Zusammenhanges  unseres  Problems  mit  dem 
Gegenstande  der  mehrerwähnten  Schwarz'schen  Untersuchungen  und 
der  Nötigung,  die  geringen  Unterschiede  der  auf  das  Aeussere  uud 
das  Innere  der  Kreisbogenpolygone  bezüglichen  Aufgaben  festzustellen 
und  hervorzuheben,  schien  es  geboten,  zur  Einleitung  die  Hauptpuukte 
der  von  Schwarz  geschaffenen  Methode   zu   reproduciren ,  während 


5)  Wedekind,  Beiträge  zur  geometrischen  Interpretation  binärer  Formen. 
Erlangen  1876.    Inauguraldissertation.    Im  Aaszuge  math.  Ann.  Bd.  IX. 
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hinsichtlich   des  Details  jener  Entwickelangen  auf  die  betreffenden 
Originalarbeiten  hingewiesen  werden  durfte.5) 

Die  gewählte  Darstellungsweise  des  reproductiven  Teils  bietet 
vielleicht  in  so  fern  ein  selbständiges  Element,  als  die  das  Kreis- 
bogenpolygon  betreffende  Schwarz'sche  Aufgabe  umgekehrt  wird,  indem 
wir  sie,  von  der  allgemeinen  Form  der  linearen  Differentialgleichung 
ausgehend,  so  gefasst  haben:  Diejenigen  linearen  Differentialgleichun- 
gen zu  suchen,  welche  auf  Abbildungen  mit  Kreisbögen  führen. 


II. 

Wenn  man  der  Einfachheit  wegen  das  «-Gebiet  (anstatt  eines 
Kreises)  die  unendliche  positive  Halbebene  über  der  g-Axe  sein  lässt 
und  sich  die  Aufgabe  stellt,  diese  Halbebene  in  dem  (-Gebiet  auf 
dem  Innern  oder  Aeusseren  einer  gegebenen  eckigen  Begrenzungs- 
figur conform  abzubilden,  so  wird  es  zunächst  darauf  ankommen,  die 
einzelnen  Curvenbögen  —  die  Seiten  des  Polygons  —  als  Linien  von 
einem  und  demselben  geometrischen  Charakter  aufzufassen.  Nachdem 
dieses  geschehen,  kann  man  sich  dann  die  Aufgabe  stellen,  diejenige 
Art  von  Functionen  £  =  q>(z)  ausfindig  zu  machen,  vermittelst  deren 
im  allgemeinen  Stücke  der  x-Axe  des  «-Gebietes  durch  Curvenbögen 
von  der  verlangten  Art  in  dem  (-Gebiete  abgebildet  werden. 

Um  das  gleichförmige  Verfahren,  dessen  man  sich  zu  bedienen 
hat,  zu  kennzeichnen,  mögen  successive  die  drei  Beispiele  ins  Auge 
gefasst  werden: 

a)  dass  die  Polygonseiten  gerade  Linien  sind; 

b)  dass  sie  Kreisbögen  sind; 

c)  dass  sie  concentrische  gleichseitige  Hyperbeln  sind. 

Im  ersten  Falle  bleibt  der  Charakter  einer  Linie  von  der  Art 
derer,  welche  die  Polygonseiten  darstellen,  durch  die  Transformation 

ti  —  «£+*  unverändert, 
im  zweiten  Falle  durch  die  Transformation 

y        <*+h 


5)  So  namentlich  auf  die  Abhandlung  Ton  Schwan:  „Ueber  diejenigen 
Fälle,  in  welchen  die  Ganssische  hypergeometrische  Reihe  eine  algebraische 
Function  ihres  vierten  Elements  darstellt'S  im  75tcn  Bande  des  Crelle'schen 
Journals. 
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im  dritten  Falle  durch  die  Transformation 

Denkt  man  sich  jetzt  die  Variabein  £  und  &  als  Functionen  von 
*,  so  gelingt  es  jedesmal,  ans  den  £  und  deren  Derivirtcn  nach  *  eine 
Function  3*  herzustellen,  welche  die  in  den  vorstehenden  Functionen 
vorkommenden  constanten  Parameter  nicht  mehr  enthält  und  ausser- 
dem die  Eigenschaft  hat,  dass 

wird.    Man  findet  nämlich  für  ?*(«) 
im  ersten  Falle  3-log^r» 

az        da 

im  zweiten  FaBe  ^  log  §  - 1  (|  log^)'; 


im  dritten  Falle 


d       t    dt\ 


Ist  nun  F(z)  eine  sonst  beliebige  Function  von  *,  welche  aber 
für  reelles  *  reell  bleibt,  so  giebt  die  Lösung  einer  Differential- 
gleichung 

diejenigen  Abbildungsarten,  bei  welchen  im  allgemeinen  Stücken  der 
x-Axe  des  ^-Gebietes 

im  ersten  Falle  Stücke  von  geraden  Linien, 

im  zweiten  Falle  Kreisbögen, 

im  dritten  Falle  Bögen  concentrischer  gleichseitiger  Hyper- 
beln des  {-Gebietes  entsprechen. 

Der  Beweis  ist  in  jedem  Falle  leicht;  er  mag  für  den  dritten 
Fall,  welcher  sich  in'  den  in  der  Einleitung  citirten  Arbeiten  des 
Urhebers  dieser  Theorie  nicht  findet,  hier  geführt  werden. 


Aus  der  Gleichung 


wenn  man  in  ihr  %  =-  x  setzt,  also  reell  sein  lässt  und  f  —  {+**?  setzt, 
folgen  durch  Separation  des  Reellen  und  des  Imaginären  die  beiden 
Gleichungen: 

oder: 


'•M- 
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d        d(V-r?)        d        dfa) 

F=dxl0«—di di]og-dT- 

also  durch  Integration  die  Gleichung 

worin  p  und  q  zwei  willkürliche  Constanten  sind.  Das  ist  aber  die 
allgemeine  Form  der  Gleichungen  derjenigen  gleichseitigen  Hyperbeln, 
wclcho  den  Coordinatenanfangspunkt  der  £, 17-Ebene  zum  gemeinsamen 
Mittelpunkt  haben. 

Was  die  viel  wichtigeren  Fälle  a)  und  b)  anbetrifft,  so  sei  es 
verstattet,  den  Ort  anzugeben,  wo  man  sie  ausführlicher  behandelt 
findet.6) 

Versuchen  wir  es  noch,  das  in  diesen  Beispielen  liegende  Princip, 
welches  angemessen  als  das  Schwarz'sche  Princip  zu  bezeichnen 
ist,  allgemeiner  zu  formuliren. 

Sei  &  =  <p  (£)  eine  gegebene  Function  von  £  mit  mehreren  con- 
stanten  Parametern,  und  man  kenne  eine  Function  *P  von  £  und 

dz'  dz*'  "'  von  °*er  Eigenschaft,  dass  die  Gleichung 

*  ((..§•■•■)-  »("£■•••) 

identisch  erfüllt  wird,  wenn  man  in  sie 

&-*«>.     fW(ö.f.      §-^©  +  ^>-g'    etc. 

einsetzt,  indem  man  £  und  daher  auch  £i  als  Functionen  einer  dritten 
Variabein  z  ansieht  Ist  nun  £=/(»)  eine  Lösung  der  Differential- 
gleichung 

*(«.*••••)-■*•«. 

so  ist  offenbar 

woun  einige  der  in  der  Function  <p  enthaltenen  constanten  Parameter 
in  der  Differentialgleichung  nicht  vorkommen,  eine  allgemeinere 
Lösung  derselben  Differentialgleichung.  Die  Differentialgleichung 
*p  =  F  sei  von  der  nten  Ordnung,  und  sie  enthalte  n  von  den  Para- 
metern nicht,  welche  in  <p(£)  vorkommen. 


6)  Schwarz,  Christoffel  und  Schacffli  in  den  oben  genannten  Abhandlungen, 
und  sab  b):  Pochhammer  „Notiz  über  die  Abbildung  der  Kreisbogenpolygone1  % 
Crelle's  Journal,  Bd.  76. 


h  if^r*  r""-l*  erhalt  man  jus  j-.'der  Farticularlö 
jmj'.k  T.--qp?  der  DinVren<::.iijieich.uns,  indem 
z^.  E-  D.fer^aüal^eiehiinir  Iciaa  ,von  siuguläreo  l.< 
Lsaea  i-— .*  Lüsrauj  besitzen,  «eiche  nicht  mite 
w.--  -^:hA.iea  wir?.  Snn  sei  3  =•  r,  bis  1 «-  jt,  1 
Iav^-iJ  :er  rrv';-vn  Ase  des  s-fj-tbietes,  für  welches  dit 
f  --T- t  irrend  eine  reelle.  L.'ifi^  r\j)  besitzt,  so  « 
iun  Usung  aiso  mit  Anapaftme  der  etwa  vorhanden 
Itaas*»  ;ede  Losung  Iberhaopf).  da  sie  als  Trausfu 
»•rEi^ßii  jer  Snhsiitatiün  ■pr')  ascr-stben  werden  dar 
lälit  >-ritita:  wenn.  1  das  genannte  Intervall  der  .r-A; 
■1  Mscänsbt  iiT  durch  jene  Lü*ang  rejtr&scutirtc  1' 
&4°»  scrr  Carre.  weldie  211  den  durch  die  lileichu 
äan»rensirTtyi  gehört,  [x  bezeichnet  eiuo  reelle  V; 
ät  tn-rc-nen  C.orvenintli'id'it'a .  welche  zu  dieser  l'urv 
kir».  anstehen  dadureJi.  dofs  man  denjenigen  l'araa 
«ekse  in  •inr  Dideraiiialzleichung  nicht  vurkoimnei 
fasraoe  W-*rto  erteilt/ 

§  ->. 
Iri£  Betrieb tanken  de»  vorhergehenden  Piragnp: 
s-'ii  aar  auf  die  BenreaznDgen,  nicht  auf  daj  I a a e  1 
ijirbtet.;.  w-=i.:iie  dnn:a  die  Abbildung  in  einander  in  B»-r.. 
w=rLin  sollen.  Die  Abbüduug  inliiemana»  51aa<5  ■> 
eia  gegenseitig;  eindeutiges  Eot-prr':;:^.!  U.v.*,. 
»in  übject  onii  Bti-L  Hieran*  folgt  nach  :*i<ü.-a-:a-,i.  ■■ 
Tjeor.e.  'ler  Fia^-ti^nen  einer  compleien  Vir-i.,i.i.  *_; 
keiaes  der  beidta  za  einander  in  zV-ziebi-g  n  -'i--\ 
Kacke  Verrweigungspnnfcte  vorband*,  n  s*:a  t'.rt-.n. 

Die  Begrenzung  des  f-Geb;~v*  riü.  *;aa  U-* 
iygon  sein  solL  einen  vollständig  ze*:b.  vuesrtn.  t>a  *■ 
Khnebie öden  Co ntoor  bilden.  AU-riiri  »u-»  x;.'.  j  : 
scaea  Siaae  nicht  ausgeschlossen,  iü?  «  a  7;«  1. 
b^gpmzteu  and  einfach  zos*aiSJ-ah.i-.i-:  ::-,  S  ..,  >,;■.••' . 
reren  aber  tinai.der  liege-L.ka  E-i"er-..  ■'.  -  :„.--.,^ 
budnden.  woinr<_h  sehei?.bare  t -...•**!.:./»  /,.-!■. i  ; 
K^gkeitepuniten  und  scheinbare»  *.:i-fci.., rt-*.  1  >. 
ff^azong  in  gewissen  Pnx»*en  t-W.  ■-> .x  4--— V:.  i;*. 
wie  ea  bei  Abbilduagsa^f^beo  »r,i,  a«v.tv.-v.*  2'-*'-"' 
engeren  Begriffe  der  Eiadi v-zi-^.  ;»  i.*«-t.  '-.v«  £►:•* 
heischt  dass  das  ganze  Fi.b*it*-i'.k  n  i^.iriti'. 
Blatte  der  BJemaun'&cb*a  F^aü«  a.at.^^>rr^i'  *j5.M.'*tt  1 
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tritt  die  Bedingung  hinzu,  dass  keiner  der  Winkel  des  Polygons 
grösser  als  2a  sein  darf,  und  wir  haben  ein  (krummliniges)  Polygon 
im  antiken  Sinne  des  Wortes. 

Wir  treten  nnn  unserer  Aufgabe  näher,  indem  wir  uns  fortan 
auf  die  Discussion  derjenigen  Abbildungsarten  beschränken,  welche 
auf  Kreisbogenpolygone  Bezug  haben,  also  auf  eine  solche 
functionelle  Verknüpfung  von  z  und  £,  welche  durch  eine  Differential- 
gleichung von  der  Eorm 


et*        dt  /d         cft\* 

«plo«Ä-*Uiog*)-FW 


oder,  wenn  man  die  Differentiationen  auf  der  linken  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens ausführt, 

*er-*rr    „,, 

— wr~  =  w 

charakterisirt  wird. 

Die  Integration  derselben  ist  bekanntlich  auf  die  einer  linearen 
homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zurückführbar,  wie 
durch  Kummer  entdeckt  worden  ist7).  Die  Natur  dieses  Zusammen- 
hanges ist  in  den  folgenden  Theoremen  ausgesprochen,  welche  hier 
anzuführen  verstattet  sei;  die  Herleitung  findet  man  bei  Schwarz, 
Abhandl.  in  Crelle's  J.  Bd.  75,  IL 

„Der  Quotient  zweier  Lösungen  einer  linearen  homogenen 
„Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

cPw  .      dm  ,  Ä 

„deren  Coefficienten  mit  der  Function  F(z)  durch  die  Relation 

„verbunden  sind,  ist  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  dritter 

„Ordnung 

oft1" St'tf' 

Das  charakteristische  Moment  hierbei  ist,  dass  die  Coefficienten  der 
zur  Anwendung  kommenden  linearen  Differentialgleichung  2.  0.  nicht 
völlig  bestimmt  sind,  dass  vielmehr  einer  derselben  beliebig  gewählt 


7)  Kammer:  „De  generali  quadam  aequatione  differentiali  tertii  ordinis", 
Ostcrprogramm  1834  des  Gymnasiums  zu  Liegnitz.  Die  daselbst  behandelte 
Differentialgleichung  ist  noch  etwas  allgemeiner  als  diejenige  des  obigen  Ab- 
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werden  darf.  Das  hierdurch  scheinbar  auftretende  willkürliche 
Element  in  der  Lösung  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
3.  0.  wird  aber  dadurch  beseitigt,  dass  folgender  Satz  gilt: 

„Sämtliche  Differentialgleichungen  von  der  Form 

<**«  dm. 


„für  welche  die  Function 


--V-1 


„denselben  Wert  hat,  haben  die  Eigenschaft,  dass  zwischen  dem 
„Quotienten  zweier  Lösungen  der  einen  und  dem  Quotienten  zweier 
„Lösungen  irgend  einer  andern  eine  lineare  Relation  besteht44  *). 


§3. 

Die  Aufgabe,  die  unendliche  Halbebene  des  «-Gebietes  auf  dem 
Innern  eines  geradlinigen  Polygons  des  (-Gebietes  abzubilden,  löst 
man,  wie  Christoffel  und  Schwarz  gezeigt  haben,  vermittelst  der 
Function 


bildnngsproblems.  —  Uebrigens  findet  sich  der  charakteristische  Differential- 
ausdruck  der  letsteren  auch  bei  Lagrange.  (8ur  la  construetion  des  cartes 
geographiques,  in  NouTeaux  Memoires  de  l'Acadlmie  de  Berlin  1779.  cf.  Klein, 
Vorlesungen  Aber  das  Ikosaeder,  p.  74.  in  der  Anmerkung.) 

8)  Man  kann  nämlich  rermittelst  der  bekannten  Substitution 

0)  —  u.v 

aus  der  linearen  Differentialgleichung 

den  Coefficienten  des  ersten  Differentialquotienten  fortschaffen,  indem  sich 

u  =  «-/!>* 
und  alsdann  die  transfonnirte  Differentialgleichung 


s+(«-fc»-iä&.-o 


ergiebt,    so   dass   also   alle   diejenigen    Differentialgleichungen,    für     welche 
2q — 4»*  —  —  denselben  Wert  hat,   auf  eine  und  dieselbe  reducirte 

€12 

Differentialgleichung  fahren. 
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Probleme  entsprechendste  Nomendatur  ist  —  so  tritt  in  der  diesem 
Problem  entsprechenden  Abbildungsfunction  zu  den  unter  dem  Inte- 
gralzeichen   stehenden    Factoren    der    vorigen    noch    der    Factor 

[fo— jM»4-it*1*  ^mn'    D*e  abgebildete  Fläche  des  f-Gebietes  muss 

nämlich  jetzt  auch  den  Punkt  Unendlich,  und  zwar  im  Innern 
enthalten ;  einer  der  Factoren  unter  dem  Integralzeichen  muss  daher 
jedenfalls  für  einen  gewissen  complexen  Wert  *  —  A+Bi  unendlich 
werden.  Dieser  Factor  wird  demnach  gleich  einer  negativen  Potenz 
von  z — A—Bi  sein  müssen.    Hieraus  folgt  aber,  weil  die  Function 

•*»       d  i     dt 

für  reelles  z  notwendigerweise  reell  bleiben  muss  (§1.),  das  Vor- 
handensein einer  eben  solchen  Potenz  von  z — A-\-Bi.  Was  aber 
den  Exponenten  der  Potenz  von  (a—A)*-\-B*  anbelangt,  so  kann 
er  nicht  gleich  — 1  sein,  weil  hieraus  ein  logarithmisches  Un- 
endlichwerden und  demnach  eine  unendliche  Vieldeutigkeit  von 
£  in  der  Umgebung  von  z  =*  A+Bi  folgen  würde ;  überhaupt  schliesst 
die  Forderung  des  gegenseitig  eindeutigen  Entsprechen  von  z  und 
t  in  der  Umgebung  von  %  *-  A-\-Bi  jede  andere  Potenz  aus,  ausser 

der  —  2ten,  so  dass  also  der  Factor  r/  _  A)*  i^siä  gefordert  wird. 

Auch  das  Vorkommen  mehrerer  Factoren  von  der  soeben  ge- 
nannten Form  ist  ausgeschlossen,  weil,  wenn  der  Punkt  f  =  oo  zwei 
verschiedenen  Paukten  %  —  .-4+J5*  und  *  =  A!-\-B'%  entspräche, 

*  als  Function  von  £  betrachtet  nicht  auf  einer  einblättrigen  Rie- 
mann'schen  Fläche  eindeutig  darstellbar  wäre. 

Die  Abbildungsfunction  für  das  Aeussere  eines  geradlinigen 
Polygons  wird  daher  von  der  Form: 

dz 

Hierin  ist  der  Punkt  z=*  A-\- Bi  nicht  beliebig.  Die  Entwicklung 
der   Function   unter   dem   Integralzeichen   in   der  Umgebung   von 

*  —  A  +  Bi  liefert  nämlich  im  allgemeinen  auch  Glieder  mit 
(z — A  —  -öi)-1,  und  die  Integration  derselben  Logarithmen.  Damit 
letztere  sich  gegenseitig  aufheben,  muss 

,  B-f  Bi— <»,      Bi~KJ 


L 
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werden,  woraus  sich  durch  Separation  des  Reellen  von  dem 
•cd  zwei  Gleichungen  zur  Bostimmuug  TOB  A  und  B  ergeben. 

Winkel  nl  des  (n-J-l)-Ecks,  dessen  Eckpunkt  dem  Punkte 
es  «-Gebietes  entspricht,  folgt  aas  den  andern  Wimkeja  ver- 
der  Formel 

lann  noch,  weil  jeder  der  Winkel  zwischen  0  und  2ji  liegen 
e  Bedingung  folgt: 

n+l<£u<»+3. 

:  man  die  dem  Winkel  k  entsprechende  Ecke  aasfallen  lassen 
iselben  Grunde  wie  bei  dem  vorigen  Problem),  so  ist  wieder 
11  setzen. 

rigens  wollen  wir  bei  den  allgemeinen  Formeln  für  i 

i  —  n  —  l  —  £h    für  das  Innere 
1 

1  —  „-J-3—  £1*    für  das  Aenssere 

1)-Ecks  stehen  bleiben,   weil  sie  die  analytisch  einfacheren 


der  beiden    betrachteten   Abbildnngsfunctioncn   kann    als 
duer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  2.  Ordnung. 


n  werden;  im  ersten  Falle  ist 

»--&==+£*+•■■+£=> 

;en  Falle 

2        x        2        _fa'-1  i  **"* 

ier  ist  bekannt  (am  den  oben  citirten  Abhandlungen  von 
im  70.  and  75.  Bande  des  Crelle'schen  Journals),  das»  die- 


JfttftfcywfMfcy"**  *"*  ***  *-w**«*W  ^ 


Haibebe»*  a*f  taa  lawr*  <tfw*  \>m  Kh^v^  fov 
Dreiecks   dargestellt   *ird,   UW   l>iMwlMtfttawhw\)i    >Wv 
iT^ergeoÄetrischoi  Reihe  unkr  rtw  ihr  aqM\*Wnh*  iMlto 

ist 


homogenen  linearen  DHtorotttialgMohwngw  ttiw  i)\\\\\\\\\^ 
alle  die  Eigenschaft,  das»  ihro  CoeftlolMitw  ratnmalt*  V\\\w 
von  «sind,  und  das»  ihre  Msmifftw  nur  wie  ISittMtHMi 
werden  oder  sich  vmwolgou»  Ulo  bomiitilowil  KttIK  Im 
weichen  in  den  Losungen  Logarlthmou  auftraton»  mN*'tott  tmmihh 
aasgeschlossen  werden. 

Man  wird  hieraus  soh)ios«on,  dorn  auch  diu  bulritm  ülIa^iHMiiMtruii 
Probleme,  die  uoeudlicho  Ilal  bubüiid  auf  dem  I UiitH'U  imImi 
dem  Aeusseren  eines   au»  Krfllshttgtti»  gnliHiInlaM  l'uly 
gons  abzubilden,  von  welchen  In  dorn  vurigtin  1'nmgriiithMM  Im» 
reite  constatirt  wurde,  da»»  »io  auf  olno  hoiiiog^iio  lUmru  |>Mt«r«'H 
tialgleichuDg  2ter  Ordnung  zurttckfbhrbar  »lud,  mt  wl»w   »oIhIim 
Uhren  mOssen,  deren  Ldtfungou  nur   wio   1'uttuMMil    uiMfuMg 
werden  oder  »ich  verzweigen. 

Derartige  DiffercnUalglekbuttj^jj  »iudf   umM«m  tUn*li  'iu*  Ar 
von  Gaus»  und  Bietnaun  Olarr  AUs  hypprHwm'UiMU**  DMaim 
aog  mii  deren  Erweiterung  w)   «>«  bp»ou4*'W  M*#«.'o*iM 
Fall  seine  Erledigung  %rftiwUw  UiUUt,   woM  /w*    i»m 
für  dit  Th&trfa  <Ux  tiwmfw  \M^^hU^\^hnu^H 

mit  %ert*&xU&*m  OmJUw+Um  " /"  1Ü9  ww*  S*v*ufaw 

Sfe  mA  4a**  **»Jk  k*h  h*w*#tim4  4m    ***4tW 
mtonr  JLatonM  §**♦***, 


%'JUfr  wu*  b*?4#>uvAi%  »*f  <*a  ***&#**%*  'i  ****** + 
faitvjüt-tuk,  AMK4D  »'jt  *u*  &v?  <u*  j>'fl*ynu***i-4/.^«iit^i4vi4i 


flnr  jtTrtUMWlir  Im«.  *i 


\lthmg  da  Aatnarn  tints 

iicbungen  zweiter  Ordnung  haben  be- 
,  wenn  man  ein  particuläres  Integral 
nit  Hilfe  des  ersten  dnrch  eine  Qna- 
,  ein  Umstand,  welcber  die  folgende 
it. 

e  müssen  die  Coefficienten  der  Diffe- 

dm  . 

i  singulären  Paukt  ■  —  a,  far  welches 
in  ist,  welche  sich  in  der  Umgebung 
;  von  z—a  verhalt,  noch  eine  zweite 
Particularlösuug  von  eben  dersel- 

a  ParticularlösuDgen,  von  welcher  also 
on  der  Form  w1  =  (« — <*)*.  *(s)  sei, 
aen  Lehrsatz  nach  Potenzen  von  z—a 
von   Null   verschiedene  Function  sein 


irlüsuDg,  so  folgt  leicht 


fi 


o»!  werden  soll,  so  folgt,  dass 
n  von  derselben  Beschaffenheit  wie  rp, 


„+ 


hbhaadlnng  im    7a.  Binde  dei  Ciellc'achcn 
M«l   (Crelle's  J.  Bd.  2,  pag.  2-1—35)  angc- 
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Damit  ist  erwiesen,  dass  für  jeden  im  Endlichen  gelegenen  Un- 
stetigkeitspunkt  z  =  a 

p,  nach  steigenden  Potenzen  von  -z— a   entwickelt,   mit  einem 
Gliede 


z —  a 

beginnen  moss. 
Alsdann  wird 

worin  der  in  [  ]  stehende  Ausdruck  eine  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  *— a  fortschreitende  Reihe  mit  dem  Anfangsgliede  1 
bezeichnen  soll.  Die  Integration  der  Potenzreihe  unter  dem  Integral- 
zeichen liefert  im  allgemeinen  eine  Reihe  von  ähnlicher  Form; 
ausgenommen  ist  nur  der  Fall,  dass  —  (2A  +  a)  eine  negative?  ganze 
Zahl  ist,  weil  dann  in  dem  Integral  der  Reiho  ein  Logarithmus  auf- 
treten würde.  Wir  werden  hierauf  später  mit  Beziehung  auf  unsere 
Aufgabe  genauer  einzugehen  haben. 

Die  analoge  Betrachtung  für  den  Punkt  z  =  oo  orgiebt,  dass  die 

Entwicklung  von  p  nach   fallenden    Potenzen   von   z    mit   einem 

ril.   ,     const        . 

Gbede  beginnen  muss. 

z  ° 

Aus  diesen  beiden  Ergebnissen  folgt  mit  Notwendigkeit,  dass  die 
Function  p  nur  eine  Summe  einfacher  Partialbrüche  sein  kann.  Also 
gilt  der  Satz : 

au 

Die  Bedingung  p  —  2  — —    *8t  die  notwendige  (und 

im  allgemeinen  auch  hinreichende)  Bedingung  dafür,  dass  an 
jeder  Stelle  des  «Gebietes,  wo  die  Differentialgleichung 

cFgo         du) 

eine  Particularlösung  vom  Charakter  einer  Poteuz  hat, 
sie  noch  eine  zweite,  von  jener  unabhängige  Particu- 
larlösung hat,  welche  ebenfalls  den  Charakter  einer 
Potenz  besitzt 


geben  worden.  Also  dürfte  der  Letztere  als  Entdecker  des  Zusammenhange* 
zwischen  den  beiden  Particularlosnngen  der  linearen  Differentialgleichung  2.  0. 
anzusehen  sein« 

Area.  4-  Math.  m.  Paja.  2.  Beiaa,  TtflllL  ? 
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Es  bleibt  noch  übrig,  q  so  zu  bestimmen,  dass  die  Differential- 
gleichung au  jeder  Stelle  des  «-Gebietes  eine  Particularlösung  von 
der  Form 

und  für  hinreichend  grosse  z  eine  von  der  Form 


m^+i+  ■} 


wirklich  besitzt  (und  alsdann  nach  dem  -obigen  Satze  —  ganz  spe- 
ciale, vorläufig  ausser  Acht  zu  lassende  Fälle  ausgenommen  —  auch 
eine  zweite). 

Die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  liefert  leicht  für  q 
die  folgenden  beiden  Bedingungen: 

1)  q  muss  für  jeden  Wert  *  =  a  nach  steigenden  ganzen  Potenzen 
von  z—a  entwickelbar  sein,  und  die  Entwicklung  darf  keine  nie- 
drigere Potenz  enthalten,  als  die  — 2te; 

2)  q  muss  für  hinreichend  grosse  Werte  des  Arguments  nach 
fallenden  Potenzen  von  z  entwickelbar  sein,  und  die  höchste  Potenz 
der  Entwicklung  darf  keine  höhere  sein  als  die  —  2  te. 

Hieraus  folgt,  dass  q  eine  rationale  Function  sein  muss  von  der 
Form 

q       '"{z-arf^*  z-ak' 

worin  die  Coefficienten  ßkk  beliebig,  die  Coefficienten  ßh  aber  durch 
die  Relation 

verbunden  sind. 

Hinsichtlich  der  singulären  Puukte  einer  linearen  Differential- 
gleichung gilt  bekanntlich  der  Satz,  dass  die  Lösungen  einer  solchen 
keine  andern  singulären  Punkte  besitzen  können,  als  den  Punkt  *  =  oo 
und  diejenigen  Punkte,  für  welche  die  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung unstetig  werden13). 

Also  sind  die  vorhin  betrachteten  Unstetigkeitspunkte  die  ein- 
zigen. 

Für  unsere  Aufgabe  hat  sich  durch  die  obigen  Ueberlegungeu 
vor  der  Hand  das  Resultat  ergeben,  „dass  die  zu  suchende  Differen- 
tialgleichung 2.  0.,  auf  welche  dieselbe  zurückführbar  sein  muss 


13)  Crelle's  Journal  Bd.  66,  Abhandl.  von  Fuchs,  S.  146. 


Kreisbogenpolygons  auf  eine  Krei*flüche.  19 

„nur  solche  Coefficienten  jo,  q  haben  wird,  welche  in  der  Form 

er* 


p  =  £ 


z  —ak 


«-*c£jö* +*;£;•  ^ 


« 


enthalten  sind." 


Eine  fernere  Reduction  wird  durch  den  Umstand  verstauet,  dass 
(zufolge  §  2.)  hinsichtlich   der  hier  vorliegenden  Abbildungsprobleme 

jede  zwei  Differentialgleichungen,  für  welche  die  Function  2q— Jp2— - y 

denselben  Wert  behält,  als  äquivalent  zn  betrachten  sind,  wenn  man 
die  aus  einer  von  ihnen  gefundene  Abbildung  durch  eine  passend  zu 
bestimmende  lineare  Substitution 

transformirt 

Man  darf  sich  also  unter  allen  Differentialgleichungen  von  der 
genannten  Eigenschaft  die  einfachste  aussuchen. 


Da 


«fe  (z —  a*)2  ■  z — ah 

wird,  worin 

aA  — «!  '    aik—  a*   ■  •   a* — a*_i    •    a*  — aA+i  '         a*  —  a» 

so  darf  man  die  Parameter  «a,  ßh  und  0aa  der  ursprünglich  gegebenen 
Differentialgleichung  so  ändern,  dass  die  Ausdrücke 

2ßhk+ah-tah%    und    2ßh-ahBh 

invariant  bleiben. 

Unterscheiden  wir  für  den  Augenblick  die  neuen  Parameter  von 
den  ursprünglich  gegebenen  durch  Striche,  so  muss  den  beiden  Sy- 
stemen Bedingungen  Genüge  geleistet  werden: 

2ßkh+ah  —  i«A*  -  20'*A+a'Ä-iaV, 
2ßk  -  ctkBk  -  2ß'h—a'hB'k. 

2« 
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Ausserdem  ist  von  früher  bekannt,  dass  die  ßh  jederzeit  der  Be- 
dingung 

2ßk  =  0 

unterworfen  werden  müssen. 

Hieraus  folgt ,  dass  die  ß'hh  =  0  gesetzt  und  die  <*'*  dem  ent- 
sprechend bestimmt  werden  können.  Mit  den  a'*  sind  dann  auch 
zugleich  die  ß'k  bestimmt,  und  die  letzteren  gehorchen  (wie  man  ver- 
möge der  Identität  <£«*£*  =  0  leicht  einsieht)  von  selbst  der  Be- 
dingung 2ß'k  —  0,  wenn  die  ursprünglich  gegebenen  ßh>  von  denen 
man  ausging,  dieser  Bedingung  gehorchten. 

Wir  dürfen  also  in  dem  Folgenden 
pm*  £ 1    q*=*  2  — —    und    2ßh  -»  0    annehmen. 

z  —  ak      *  z  —  an 

Diese  Reduction  vereinfacht  die  Differentialgleichung  nicht  nur  in  so 
fern  als  die  Anzahl  ihrer  Parameter  um  n  vermindert  wird  —  das 
Hesse  sich  auch  auf  andere  Weise,  so  namentlich  durch  Fortschaf- 
fung des  Coefficienten  j»,  erreichen  —  sondern  auch  hinsichtlich  der 
Beschaffenheit  der  Hauptintegrale. 

Bildet  man  nämlich,  um  den  charakteristischen  Exponenten  q 
dieser  Hauptintegrale  zu  ermitteln,  die  determinirende  Fundamental- 
gleichung für  jeden  singulären  Punkt14),  so  findet  man  für  den 
Punkt  oa: 

**  —(1  —  ah)Q  =  Ü 

und  für  den  Punkt  oc: 

e*+(l  —  2ak)Q  +  £ßkak  =  0. 

Also  wird  für  jeden  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkt 
einer  der  beiden  charakteristischen  Exponenten  g  gleich  Null,  und 
somit  eines  der  beiden  zu  diesem  Punkte  gehörigen  Hauptintegrale 
regulär. 

Um  die  Analogie  der  zuletzt  erhaltenen  Differentialgleichung  mit 
derjenigen  der  hypergeometrischen  Reihe  in  der  von  Gauss  gewählten 
Form  hervor  zu  heben ,  kann  man  an  Stelle  zweier  der  bisher  be- 
nutzten Constanten  die  Exponenten  der  beiden  Hauptintegrale  des 
Punktes  Unendlich  einführen,  welche  durch  «,  ß  zu  bezeichnen  sind. 

Vermöge  der  Relationen 


"t  cf.  Crelle  J.  d.  Math.     Bd.  68,  pag.  361  ond  367. 


wird 
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2ak  —  !  =  «+/»,     Zßkak-aß,     2ßh  =  Q 


P        (*— 0|)(s— o,)  ...  (2  —  o»)'       2<~  (»  —  ajX*  —  a,)  ...  (*  —  a*)* 

„Die  Probleme,  das  Innere  eines  Kreises  oder  (was  damit 
„äquivalent  ist)  die  unendliche  Halbebene  auf  dem  Innern  oder  dem 
„Aeussern  eines  von  Kreisbögen  gebildeten  Polygons  conform  abzu- 
bilden, lassen  sich  auf  die  Integration  linear  homogener  Differen- 
„tialgleichungen  zweiter  Ordnung  von  der  Form 

dz*        (*—aj)(»— «*)...(*— a»)    dz    '    (z— «jH*— a,)...  (z  ~an)     "" 

„zurückführen". 

Für  n  —  2,  wenn  man  eines  der  a  gleich  Null  und  das  andere 
gleich  1  setzt,  bekommt  man  die  Differentialgleichung  der  hyper- 
geometrischen Reihe. 

„Die  Hauptintegrale  der  obigen  Differentialgleichung  für  die 
„Umgebung  des  singulftren  Punktes  z  —  od  werden  von  der  Form 

0)a(l  +  ...)    und    Q'u  +  ...), 

„und  die  übrigen  singulären  Punkte  o, ,  a, ,   ...  a»  besitzen  je  ein 
„Hauptintegral  von  der  Form 

1  +  Ct(*— oa)+..., 

„während  die  charakteristischen  Exponenten  der  zweiten  Hauptinto- 

„grale  durch  Zerlegung  des  Coefficienten  von  -v-    in    Partialbrüche 

^gefunden  werden-^  hat  man  nämlich  p  —  Z  gefunden,  so  wird 

„das  zweite  Hauptintegral  des  Punktes  au  von  der  Form 

(•  — «p-'A.ß  +...)"• 
Die  Coefficienten  «*  sind  übrigens  für  unser  Problem  als  Para- 
meter sehr  geeignet  (freilich  reicht  ihre  Anzahl  nicht  hin,  so  dass 
ausser  ihnen  noch  andere  Parameter  nötig  sind).  Auch  zeigen  sie 
eine  offenbare  Analogie  zu  dem  Parameter  y  des  Nenners  der  Coef- 
ficienten der  hypergeometrischen  Reihe,  worüber  folgende  Bemer- 
kung verstattet  sein  möge. 

Man  beweist  leicht  den  Satz:  Wenn  eine  lineare  homogene  Dif- 
ferentialgleichung 2.  0.  in  der  Umgebung  von  z  =  a  ein  Integral 
von  der  Form 
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(,-a)Pll+c1(»-<.)+Cl(*-a)*+  ...| 

besitzt,  so  sind  die  Nenner  der  Coefficienten  c„  e„  cs...  jederzeit 
von  der  Form: 

respectivc   y,    1.2y(y+l),    1.2.3j-(y4-l)(y+2)    a.  s.w. 

Existirt  nun  an  derselben  Stelle  noch  ein  zweites  Integral  von  oben 
derselben  Form,  nnd  bezeichnet  man  die  charakteristische  Constante 
der  Nenner  der  Coefficienten  durch  /,  so  ist  immer 

H-j-'-a»). 

Dasselbe  gilt  aneb  für  den  Pnnkt  *  =  t». 

Für  die  besondere  Form  der  Differentialgleichung,  welche  vorbin 
betrachtet   wurde,  ergiebt  sich  (bei  Einführung   der  entsprechenden 


y*  —  «*,    y'k  — ■  2  —  ait. 

Bezeichnen  endlich  j-m  nnd  j-'ffl  die  betreffenden  charakteristischen 
Constanten  der  Entwicklung  der  Hanptintegrale  des  siogulären  Punktes 
2  =  ce,  so  wird 

wenn  a  und  j3,  wio  vorhin,  die  charakteristischen  Exponenten  dieser 
Hauptintcgr&lc  bedeuten. 


Wenn  unter  den  Parametern  o*  der  zuletzt  entwickelten  Diffe- 
rentialgleichung ganze  Zahlen  vorkommen,  so  treten  in  der  Ent- 
wicklung des  einen  der  betreffenden  Hauptintegrale  im  allgemeinen 
Logarithmen  auf;  man  kann  dieselben  aber  durch  Festsetzung  ge- 
wisser Relationen  zwischen  den  «*  und  ß>,  fortschaffen. 

Da  für  unsere  Aufgabe  nur  der  Fall  o*  ="'2  zur  Anwendung 
kommen  wird,  so  wollen  wir  uns  auf  die  Uutersnchnng  dieses  Falles 
beschränken.  Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  betreffende  Relation 
—  für  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  giebt  es  für  jede  der 

fOr  lin.  hom.  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen  gilt  etwa* 
indes.  Die  Nenner  der  Entwicklnngecocfficienten  werden  für  die 
ihung  3.  0.  Ton  der  Form; 

y.S,    i.$y(y+l)S(S+l)    n.  s.  w-, 
ien  den   Coefficienten  y,   S  nnd  den  entsprechenden  •/' ,  &'  etc.,    der 
a  Losungen  herrscht  die  Beziehung; 

r+y'+/'+«+«'+'"-23. 
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betreffenden  singulären  Stellen  nur  cino  —  direct  herzuleiten;  um 
aber  so  viel  als  möglich  -  an  die  allgemeine  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  anzuknüpfen ,  bedienen  wir  ans  zn  dem  ge- 
nannten Zwecke  der  Ton  Frobenius ,B)  gegebenen  allgemeinen  For- 
meln. Zur  Bequemlichkeit  des  Lesers  sei  es  verstattet,  dieselben  hier 
anzufahren. 

Eine  Differentialgleichnng  Iter  Ordnung  gehöre  zn  der  Classe 
derjenigen,  welche  unter  der  allgemeinen  Form 

enthalten  sind,  worin  p,  ;;t  ...  px  Potenzreihen  von  x  sein  sollen, 
welche  für  x  —  0  endlich  bleiben;  ausserdem  soll  die  Function  p 
für  x  =  0  von  Nnll  verschieden  sein. 

Bildet  man  die  Function 

/<*,«)  -  n(v-i)-{*-i+i)pW+p(e-i)-(e-i+2)pi(»:)+--h'A(») 

and  setzt  dieselbe  =  £fT{v)xT,  indem  man  nach  Potenzen  von  x  ent- 
wickelt, so  wird 

fit)  -  0 
die    determinirende   Fundamentalgleichung    des   singnlären    Punktes 
*  — 0. 

Sei  jetzt  p0l  e,  ...  p»  eine  Gruppe  von  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung, welche  nur  um  ganze  Zahlen  von  einander  unterschieden 
sind.  Dieselben  seien  nach  fallender  Grösse  ihrer  ganzzahligen  Teile 
geordnet 


Bildet  mal 

die  Determinante 

-  <-i)'M»>= 

/■(H---D 

1            ° 

-2) 
-2) 
-2) 

■  ./.-i(H-D  Mi) 

..  f.-*rH)    f.-i(t) 

_/.-i(H-i)  f-Ai) 

1            0 

0 

*•+« 

/•,<»> 

so  sind  die  Gleichungen 

M«) 

0    für 

0     ., 

*  — 

H-1  —Ct 

w-2— et 

1.1>->W  = 

0     » 

,= 

eo— e») 

16)    „Ueber    die   Integration   der   linearen    Differentimlgleic 
Reihen".     CreUe  J.  Bd.  76. 
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wenn  sie  durch  den  Wert  g  =  p*  befriedigt  werden,  die  Bedin- 
gungen dafür,  dass  in  dem  zur  Wurzel  Qk  gehörigen  In- 
tegral der  Differentialgleichung  keine  Logarithmen 
auftreten. 

Die  Anwendung  dieses  Satzes  auf  unsere  Aufgabe,  indem  wir 
einen  der  dort  vorkommenden  Coefficienten  a*  gleich  2  setzen  und 
das  entsprechende  ß  und  a  durch  Fortlassen  des  Index  markiren, 
also  die  Differentialgleichung  2.  0. 


dz* 


1    \z  —  a   '        z  —  ah/  dz    '    \a  —  a  '        z  —  an/ 


ins  Auge  fassen,  ergiebt  leicht,  da  hier  die  Gruppe  nur  aus  den 
beiden  Exponenten 

besteht,  als  einzige  Bedingung  die  Relation 

ß-2     "" 


a  —  ah 

Das  Summenzeichen  bezieht  sich  auf  alle  a*  mit  Ausnahme  des- 
sen, welches  durch  Fortlassung  des  Index  ausgezeichnet  worden  ist; 
haben  mehrere  Coefficienten  an  den  Wert  2,  so  gilt  für  jeden  der 
entsprechenden  singulären  Punkte  a  eine  Bedingung  von  der  ange- 
gebenen Form. 

Wir  wollen  demnächst  die  Winkel  der  den  reellen  singulären 
Punkten  an  in  dem  f-Gebiet  entsprechenden  Ecken  des  durch  den 
Quotienten  zweier  Lösungen  unserer  Differentialgleichung  darstell- 
baren Kreisbogenpolygons  durch  die  Coefficienten  «a  und  die  beiden 
Exponenten  a  und  ß  ausdrücken  — -  die  beiden  letzteren  Buchstaben 
jetzt  wieder  in  dem  zu  Ende  des  vorigen  Paragraphen  angegebenen 
Sinne  gebraucht. 

Für  die  hypergeometrische  Differentialgleichung 

d*n       (q+ff  +  l)g  — y    dm  aß 

dz*~r  *(*  —  l)  'dz  "*"»(«—  1)W  sU 

werden ,  wenn  man  mit  Schwarz  die  den  singulären  Werten  x  —  0, 
x  «=  oo ,  *  =  1  entsprechenden  Polygonwinkel  des  {[-Gebietes  durch 
JUr,  pft,  vn  bezeichnet,  dieselben  den  absoluten  Beträgen  von 

(1  —  y)n,    (u—ß)n,    (y  —  «— 0> 


, 
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gleich  17).    Führt  man  die  Coefficienten  cr19  a,  ein,  indem  man  den 
Bruch  ,  J/ in  Partialbrttche  zerlegt,  so  wird 

A»  «  [1  —  ajrc,     fin  «  [er —  0]rc,     v*  =  [1  — aj  rc 

(die  eckigen  Klammern  bezeichnen  die  absoluten  Beträge). 

Für  ein  beliebiges  Polygon  mögen  die  den  Punkten  oj, uj...«** 
entsprechenden  Winkel  durch  Aj*,  Ask  ...  A*»  und  der  dem  Punkte 
*  «=»  od  entsprechende  Winkel  durch  Xn  ohne  Index  bezeichnet  wer- 
den. Alsdann  wird,  wie  sich  vermittelst  der  Resultate  des  vorigen 
Paragraphen  leicht  ergiebt: 

hn  «=  [1  —  er*]rc,    (ä  =  1,  2  ...  n)    und    kn  —  [«  —  ff]it. 

Um  Alles  beisammen  zu  haben,  was  zur  Beurteilung  des  Zu- 
sammenhanges von  z  und  £  nötig  ist,  bedarf  es  noch-  eines  Ausdruckes 
für  das  Differentialverbältniss  tff :  dz,  welcher  leicht  beschafft  werden 
kann. 

Seien  f  und  g  zwei  von  einander  unabhängige  Particularlösungen 

der  1.  Differentialgleichung   [zwei   Hauptintegrale   mit  ihren  stetigen 

Fortsetzungen],  also 

Af+Bg 

t—Cf+Dg 
dio  Abbildungsfunction. 

Aus  der  Gleichung 

9f"-f9"+p(9f'-f9')  =  0 
folgt: 

gf'— fg'=*  Consta— a^-0» (*  —  «,)-«•  ...  (*  —  <*»)-*» 
nnd 

dt        (AD  —  BC'(gf'—fg)  (Z— Qi)-««(z-qt)-«»...(z-aw)-% 

dz~  (Cf+Dg)*  Ä^nst  ~(6'/+ /Jfr)* 

Wir  wollen  jetzt  kurz  nachweisen, 

„dass  zwischen  allen  Punkten  der  Halbebene  des  z-Gebictes  und 
„des  correspondirenden  {-Gebietes  ein  gegenseitig  eindeutiges  Ent- 
sprechen stattfindet,  unter  der  Voraussetzung,  dass: 


„a)  in  den  Coefficienten  p  und  q  der  linearen  Differentialgleich ng 
„2.  O.  ausser  den  reellen  Punkten  o,,  o,  ...  am  and  od  keine  «ngu- 
„lären  Punkte  weiter  vorkommen  ;** 


17;  Crelle  J.     Bd.  75.  «.  j.  <X  5r.  3. 
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lie  absoluten  Betrage 
[1~«J,    [1-«,]..[1-«B]    und    [«-fl 
zwischen  0  und  2  liegen,  und  keine  ganzen  Zahlen  sind". 

jrste  Teil  der  unter  b)  gemachten  Voraussetzungen  ist  zu 
es  §  2.  motivirt  worden  (dass  nämlich  jeder  der  Winkel 
;ons  kleiner  als  2ji  sein  soll);  was  aber  den  zweiten  Teil 
,  so  würde  die  entgegengesetzte  Annahme,  dass  einer  oder 
ler  absoluten  Beträge  die  Werte  0,  1  oder  2  besitzen ,  sich 
r  in  diesem  Paragraphen  (und  in  dem  vorigen)  angegebenen 
1  erledigen  lassen,  aber  hier  den  Gang  der  allgemeinen  Be- 
in  unterbrechen;  übrigens  gehört  ihre  Untersuchung  mit  der 
ogen  der  Adjungirung  complexer  singulare*-  Punkte  zu- 
weiche den  Gegenstand  des  nächstfolgenden  Paragraphen 
1. 

ie  Functionen  f  und  g  als  Losungen  einer  linearen  Diffe- 
chung  unter  der  Voraussetzung  a)  ausser  den  am  Rande 
:boae  gelegenen  Punkten  z  —  a„  «^...o*  und  »  keine 
singnlären  Punkte  besitzen ,  so  ist  die  ans  ihnen  auf  ratio- 
io  zusammengesetzte  Function  £  an  jeder  Stelle  im  In- 
s  s- Gebietes  nach  ganzen  Potenzen  des  Increments  von  z 
>ar.  Damit  aber  von  z,  als  Function  von  £  betrachtet,  ein 
;elte,  ist  nachzuweisen,  dass  das  Innere  des  z-Gebietes  keine 
en  Brennpunkte 1S)  enthält,  für  welche  das  Gesetz  der  Con- 
sine  Ausnahme  erleidet.  Wenn  unter  denjenigen  Punkten  i, 
e  £  endlich  bleibt,  ein  Brennpunkt  vorhanden  wäre,   so 

r  ihn  '  verschwinden;  dass  Letzeres  ausser  den  singuläran 
jj  ...  oh  für  keinen  Punkt  des  «-Gebietes  statthaben  kann 


eibt  noch  übrig,  diejenigen  Punkte  *  =  p  zu  untersuchen, 
3  etwa  £  unendlich  wird.  Entwickeln  wir  in  diesem  Falle  f 
ngebung  von  z  —  p   nach  Potenzen   des  Increments  ö,   so 

{Af(p)  +  Bg{p))  +  &(Af'(p)  +  Bg\p))+  ... 

'  ö(Cf'(p)  +  Dg\p))  +  4°W(p)  +  Zy'(p))-l-  ..-' 


w  Ausdruck    rührt    tod    Siebeck    her.    cf.     .Uebor    die  graphiichs 
;  imaginärer  Functionen",  Crelle  J.  Bd.  55. 
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Soll  8  nicht  nach  ganzen  Potenzen  von  «,  entwickelbar  sein,  so 
muss  ausser  der  Gleichung 

Cf(p)  +  Dg(p)-0 
Cf'(p)  +  Dg'(p)-0 


noch  die  Gleichung 
bestehen,  woraus 


folgen  würde. 


f(p)   g(p) 
f'(p)   g'(p) 


0 


Dass  kann  wiederum  nicht  sein,  weil  der  für  gf'—fg  angegebene 
Ausdruck  dem  widerstreitet. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  £  im  Innern  des  «-Gebietes  keinerlei 
Brennpunkte  haben  kann,  und  die  Functionen  z  und  ?  entsprechen 
sich  daher  innerhalb  der  beiden  abgegrenzten  Gebiete  gegenseitig 
eindeutig;  woraus  zugleich  folgt,  dass,  wenn  ?  überhaupt  im  Innern 
der  betrachteten  Halbebcne  unendlich  wird,  dieses  nur  in  einem 
Punkte  derselben  geschehen  kann.  Durch  passende  Wahl  der  arbi- 
trären Constanten  C:  D  kann  man  Letzteres  immer  ontweder  er- 
reichen oder  vermeiden;  im  einem  Falle  wird  das  Aeussere, 
im  andern  daslnnereeines  Kreisbogenpolygons  auf  die 
unendliche  Halbebene  conform  abgebildet. 


§6. 

Nachdem  zuletzt  die  im  wesentlichen  stattfindende  Identität  der 
auf  die  Abbildung  des  Innern  und  des  Aeussern  eines  Kreisbogen- 
polygons bezüglichen  Aufgaben  nachgewiesen  worden  ist,  schlagen 
wir  einen  andern  zu  demselben  Resultate  führenden  Weg  ein,  indem 
wir  zeigen  werden,  dass  die  zu  Anfang  des  §  3.  besprochene  Cbri- 
stoffel'sche  Methode,  wenn  man  sie  auf  Kreisbogenpolygone  ausdehnt, 
zu  keiner  wesentlich  neuen  Abbildungsfunction  führt. 

Es  sei  verstattet,  zunächst  ein  möglichst  einfaches  Beispiel  in 
Betracht  zu  ziehen. 

Die  Differentialgleichung 

€&m  ,   «,  da* 
dz*+z~  JÜ  ~  ° 

ist  jedenfalls  die  einfachste  der  unter  der  allgemeinen  Form 
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enthaltenen. 

Ihre  Integrale   m  =»  Const  und    a>  -=  *l-ffi    fahren  auf  die  Ab- 

bildungsfunction 

A-\-Bzl~«t 

welche  die  Abbildung  der  Haibebene  auf  einer  Sichel  liefert19). 

Wir  beabsichtigen  jetzt   dieselbe   Aufgabe   vermittelst  einer 

Differentialgleichung  zu  lösen,  welche  ausser  den  singulftren  Punkten 

0  und  oo   noch   zwei    (näher  zu  bestimmende)    complexe   singulare 

Punkte 

a  =»  k-\-üy    b  «*  h  —ü 

besitzt  Der  Zähler  des  einen  der  beiden  auf  diese  Weise  in  der 
Function  p  hinzutretenden  Partialbrüche  werde  für  den  Augenblick 
durch  ah  bezeichnet,  so  wird  das  zweite  Hauptintegral  dieses  Punktes 
a  nach  §  3.  wie  («— -a)l-ah  unstetig  sein  müssen,  und  da  diese  Un- 
stetigkeit  in  keinem  der  beiden  Gebiete  eine  Verzweigung  veranlassen 
darf  —  denn  a  liegt  ausserhalb  des  Reellen  und  kann  daher  nicht 
ohne  Modification  der  Aufgabe  mit  in  die  Begrenzung  hineingezogen 
werden  —  so  bleiben  für  1  — «a  nur  die  drei  Werte  1,  0  und  — 1 
zu  discutiren.  Der  Wert  «a  =  0  hat  keine  Bedeutung,  und  der  Wert 
ota  =  1  ist  auszuschliessen ,  weil  für  ihn  die  beiden  Wurzeln  der 
determinirenden  Fundamentalgleichung  einander  gleich  werden,  und 
daher  einem  Satze  von  Fuchs  zufolge  die  Logarithmen  in  dem  System 
der  Hauptintegrale  nicht  zu  vermeiden  sein  würden 20). 

Also  muss 

ah  =  2 
gesetzt  werden. 

Die  Punkte  a,  b  müssen  notwendigerweise  conjugirt  imaginär 
sein,  weil  nur  so  die  Realität  der  Function  F(z)  auf  der  x-Axe  ge- 
wahrt bleiben  kann. 

Demnach  ist 

,„«.,      2     . ? 


19)  Kirchhoff,  Mechanik  pag.  «87. 

20)  Crelle  J.  Bd.  68.  p.  367. 
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«-  r+^ä^+^^är  a+ä+ä-o 

zu  setzen,  wozu  dann  noch  nach  §  4.  zur  Vermeidung  der  Logarith- 
men die  Relationen 

L.4.  2 Ä 


hinzuzufügen  sind. 

Die  Differentialgleichung  möge  anf  die  Oauss'sche  Form 

d1«  ,       («-f/S-fl)*»-^...     dm  ,  «/&"-«+•••• 

«fe*    '    («— aj)(«— Of) ...(*— öh)  <&         (»— Oi)(*— Oj)..(ä— a») 

gebracht,  afso  die  Constanten  a  und  0  durch  die  Relationen 

2«h  —  1  —  <*  +  £,     £ßhak  =  aß 
eingeführt  werden. 

Dieselben  nehmen  mit  Hilfe  der  andern  Relationen  die  Gestalt 

an: 

3+ffj-a-f/J    und    (a  -  2)(ß— 2)  =  0. 

so  dass  also  die  eine  der  beiden  Grössen  a,  ß  glefch  2  sein  muss. 
Aach  folgt  noch,  dass 

(«-#»_  (1-^)1. 

was  schon  eine  gute  Bestätigung  für  die  Richtigkeit  der  Lösung  ist ; 
denn  die  absoluten  Werte  von  (a—ß)n  und  (l  —  ajn  sind  die  beiden 
Winkel  der  Sichel,  welche  einander  gleich  sein  müssen. 

Möge  a  =-  2-f-X,  ß  —  2  gesetzt,  also  a  —  ß  =  X  als  Parameter 

(für  den  Winkel)  eingeführt  werden;  ferner  werde  -^===-»*,  und 

sVi^-f^  für  2  gesetzt.  Alsdann  nimmt,  *le  man  leicht  sieht,  die 
Differentialgleichung  die  Gestalt  an: 

<Pm      (h+X)**  -  2x(3+A)»f  (1+X)  dm      2(2+Ä)g— 2x(l+A) 

<k*  +  a(**-2fcH-l)  <&  +       *(**— 2k*+1)      M  —  °* 

Diese  Differentialgleichung  besitzt  die  Particularlösungen 

1  *-* 

1  —  2*«+'?     und     1-2**+** ; 


F 
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man  findet  dieselben,  indem  man  auf  die  bekannte  Weise  —  nämlich 
nnter  Anwendung  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  — 
die  beiden  Hauptintegrale  in  der  Umgebung  des  Punktes  z  « oo  in 
der  Form  von  Potenzreihen  aufzustellen  unternimmt.  Dabei  zeigt 
sich,  dass  dieselben  einen  gemeinschaftlichen  Factor  besitzen,  welcher 
letztere  sich  als  eine  recurrente  Reihe  erweist  und  daher  leicht  sura- 
mirt  werden  kann. 

Die  mit  Hilfe   dieser   beiden  Integrale  construirte  Abbildungs- 

funetion 

A  +  Bz-l 

ist  in  der  Tat  -  mit  der  auf  dem  ersten,  einfacheren  Wege  gefundenen 

A-\-Bzl~«i 

identisch. 

Wir  wollen  jetzt  das  Entsprechende  für  das  allgemeine  Problem 
machen,  also  für  die  Differentialgleichung 

d?a  dm 

dJ  +  p  &  +*»  =  ° 

mit  den  n+1  singulären  Punkten  au  as  ...  aH  und  oo,  denen  wir 
noch  die  beiden,  complexen  singulären  Punkte 

a  =  &-J-t7,    b  =•  k  —  ü 
adjungiren. 

Es  wird  demnach 

p  = =■  4-  £ , 

*        z  -  a  '    z  —  o    ■        z — ah 


Z  —  Oh  * 


fe 


__    ßn+ 1    .      £*+2    ,      y    ßh 

*        z  —  a  '    * — b    '        z  — 

ßn±\-\-ßn+2't-2ßh  "=  0, 

und  ausserdem  nach  §  4.,  zur  Vermeidung  der  logarithmischen  Un« 

Stetigkeiten 

2  ah 

r  x         a  —  b    '        o— a/i 

Pn+2  ö  7 h  <* 

r  T         o  —  a    '       b — ah 

zu  setzen  sein. 
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Diese  Differentialgleichung  wollen  wir  auf  eine  andere  zurück- 
fahren, welche  nur  die  singulären  Punkte  au  a^...  a*  und  oo  enthält 

Die  Parameter  a\  ...  <*'«,  ß\  ...  ß'n  dieser  letzteren  müssen 
also  zufolge  des  am  Schlüsse  des  §  2.  angegebenen  allgemeinen  Trans- 
formationsresultats so  bestimmt  werden,  dass  der  Ausdruck 

fttr  beide  Differentialgleichungen  denselben  Wert  behält.    Ausserdem 

muss 

Zß'h  -  0 
sein. 

In  §  3.  wurde  gefunden,  dass,  wenn  p,  q  von  der  Form 


sind, 


Bk 


r  z—ah      *  (z—ah)*    '        z-ai?        r 

«A-l  .  ÄA+1  .  .  ff* 


au  —  Oj    '  ■   ah  -  öa-1    '    ah  —  ah+\    •  '    a*  —  a» 


wird.    Die  Anwendung  auf  die  hier  mit  einander  zu  vergleichenden 
beiden  Differentialgleichungen 

dho  .    /    2       ,       2      ,    _,    ah  \  da 


t(2\24-Zah\ 
d#  "t"  \z  -  a'T  z  —  h'*"      z—ak)  dz 


und 

tPw 


1    \z--a   '    z  —  b  l        a—flA/ 
1    \     z—ah/  dz     l   \     z—ah) 


liefert  sofort  die  Relationen 

20a  -  *a  J—  +  -^  +  ä}  -  20'a  -  «'a2*'a, 

r  (ah — a  ■    aA — £  '        ) 


worin 


ff,  '  cta-1        ,        ffA+l        ,  _,  *n 


a»  —  a,   '  •   a*— a*-i   '    a*— o*+i   ' 
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B\  =  -Jüi-  + ...  +  _^n_+  _j?Vl_  + ...  +  _^_. 

an — «i  ah  —  an-i       oh — a*+i    '  '  ok — o» 

Die  beiden  ersten  zeigen  sich  als  identisch  mit  den- 
jenigen, welche  als  Bedingung  dafür,  dass  die  Inte- 
grale von  Logarithmen  frei  sind,  vorhin  gefunden 
wurden,  und  aus  den  übrigen  können  die  gestrichenen  a  und  ß 
durch  die  ungestrichenen  ausgedrückt  werden. 

Aus  den  Gleichungen 

folgt,  dass  entweder  a'k  =  c*a,  oder  «'*  —  2  —  er*  sein  muss. 
Die  Relationen  zwischen  den  ßh  und  ß'h  ergeben: 

Damit  ist  die  Ausführbarkeit  der  Reduction  der  Differentialgleichung, 
von  welcher  wir  ausgingen  auf  eine  Differentialgleichung  mit  den- 
selben reellen  und  .ohne  die  imaginären  singulären  Punkte  gezeigt, 
und  sie  ist,  da  jedes  der  a'h  entweder  gleich  ah  oder  gleich  2  —  er* 
gesetzt  werden  darf,  auf  2n  verschiedene  Arten  ausführbar. 

Die  Integrale  der  beiden  Differentialgleichungen   müssen  durch 

eine  Relation 

a  »  u.w 

mit  einander  verbunden  sein,  und  man  findet  leicht,  dass  es  diese  ist: 

Y(z  -  gjg'i—itg  -  O,)"'!-«.  . . .  (z  -  On)a'nran 

Am  einfachsten  ist  es,  die  sämtlichen  gestrichenen  o  den  unge- 
strichenen gleich  zu  machen.    Auf  diese  Weise  wird: 


w 


Führt  man  noch  die  Gauss'schen  Buchstaben  a  und  0,  die  cha- 
rakteristischen Exponenten  der  zum  Punkte  Unendlich  gehörigen 
Hauptintegrale  ein,  indem  man  die  der  zweiten  Differentialgleichung 
entsprechenden  von  denen,  welche  zur  ersten  gehören,  durch  einen 
Strich  unterscheidet,  so  bestehen  zwischen  diesen  und  den  <xa,  er'*  die 
folgenden  beiden  bemerkenswerten  allgemeinen  Gleichungen: 
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a'/F—  aß  —  —  2  —  2  2r«jk+^S(aV*  — «•«»); 

hierin  bezieht  sich  das  Summenzeichen  S  auf  alle  möglichen  Com* 
binationen  der  Indices  zu  je  zweien  (ohne  Wiederholungen). 

Für  den  vorhin  betrachteten  einfachsten  Fall  (o'a  —  an)  wird 
hiernach: 

«'/»'—  aß  =  —  2  —  22kh, 

woraus  sich  mit  Berücksichtigung  der  Beziehung 

Za  —  Za'—a'+ß'+\ 
leicht  ergiebt,  dass 

a'ß'-(a  -2)(/J  -2),    <,'+£'-(«— 2)+(/J— 2) 

wird,  so  dass  also  in  diesem  Falle 

«'«.«—  2,    0'— 0-2 
zu  setzen  ist 

Betrachten  wir  noch  einen  Augenblick  den  nächst  einfachen  Fall 
dass  er'*  =  2 —  er*  gesetzt  wird  für  h  —  1,  2 ... n.  Man  findet  dann: 

a'+ß'+a+ß  -  2(n+l) 

und,  wie  sich  auch  von  selbst  versteht: 

woraus  folgt,  dass  «',  0'  die  Werte 

»-f"l  —  er,     *+l  —  0 

annehmen.    Die  Relation  zwischen  w  und  u>  wird: 


I  7. 

Dass  die  von  uns  in  dem  vorigen  Paragraphen  gegebene  Ana- 
lysis  in  der  Tat  die  wahre  Analogie  der  CbristoffeFscben  ist ,  kann 
noch  durch  die  Herleitung  der  Abbildungsfanction  des  Aeussern'eines 
geradlinigen  Polygons  aus  unsern  Formeln  illnstrirt  werden. 

Setzern  wir  nlmlich  die  Grössen  ßu  ßt  ...  ß  ,  ft,+i,  ß»a  samt* 
lieh  gleich  Null,  so  haben  wir  denjenigen  Specialfall  unserer  Dife» 
rcntUlgleichung,  welcher  auf  die  genante  Function  hinfuhren  muss. 


Irtk.  i.  Ibtk.  s.  Ffcjm.   ll^.T«aaL 
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In  der  Tat  sind  damit  zwei  Bedingungen  festgesetzt,  welchen  die 
Punkte  a  =  k-\-ü,  b  =*k—ü  gehorchen  müssen,  die  Gleichungen: 

o—  b  '        a—au 

o  =*+*-" 

b  —  a  '        b  —  an 

Dieselben  nehmen  durch  Addition  und  Subtraction  die  Gestalt  an: 

ak(Jc-ak)  Pak 

Die  Punkte  h~\-ü  und  k  —  ü  sind  somit  durch  die  gebenen  Para- 
meter ax  . , .  aH  und  a%  ...  a»  vollständig  bestimmt,  wie  es  sein  muss. 
Ferner  coincidiren  unsere  Gleichungen  mit  der  in  §  3.  aufgestellten 
Christoffel'schen  Bedingung : 

-      i*~1     -1  =  0- 


A+iB—ah        Bi 

setzt  man  nämlich  mit  Einführung  unserer  Bezeichnung  A  =  k,B  =  l 
und  separirt  das  Reelle  von  dem  Imaginären,  so  wird: 

(Xk-l)(k-ah)  (kk-lV2         n 

(*-o*)f+P     ~U'    ^^(Ä-aA^H-/*0"' 

Um  diese  Gleichungen  mit  den  unsrigen  7u  identificiren,  ist  es 

nur  nötig,  für  jedes  A 

«a  =  1  —  A* 
zu  setzen. 

Wir  ziehen  aus  der  soeben  angestellten  Betrachtung  den  Schluss, 
dass  die  Christoffel'sche  Abbildungsfunction  durch  die 
Lösungen  bestimmter  linearer  Differentialgleichungen 
2.  0.  mit  den  singulären  Punkten  oj,  o2  ...  a*  auf  lineare 
Weise  ausdückbar  sein  muss.  Und  zwar  werden  die  Para- 
meter dieser  Differentialgleichung  zufolge  §  5.  im  allgemeinen  auf 
2*  verschiedene  Arten  wählbar  sein. 

So  wird  insbesondere  die  Abbildungsfunction  des  Aeussern  eines 
geradlinigen  Dreiecks  mit  den  singulären  Punkten  0,  1,  co  durch 
Lösungen  gewisser  hypergeometrischer  Differentialgleichungen,  also 
vermittelst  der  Gauss'schen  Function  F,  darstellbar  sein.  Wir  wollen 
bei  diesem  Punkte  noch  einen  Augenblick  verweilen. 

Die  Winkel  ta,  pa,  vn  eines  durch  die  Lösungen  der  hyper- 
ffpnmAtrischen  Differentialgleichung 


i 
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d*a>      (g+ft-j-l)*  —  y  da  aß 

dz*'*'         z(z~l)  dz'*  z(z  -   1)  W  **  U 

abbildbaren  Dreiecks  müssen,  wenn  dasselbe  ein  geradliniges  und 
sie  die  äusseren  Winkel  desselben  soin  sollen,  zusammengenom- 
men 10  Rechte  betragen,  so  dass  also 

gesetzt  werden  muss,  worin  bekanntlich 

*  =  [l-rl    P-fr-ffl.    v  =  [y-«-/J]. 

Die  Berücksichtigung  der  verschiedenen  möglichen  Zeicheucom- 
binationen  der  Werte  von  1-y,  a  -0,  y—ct—ß  liefert  die  folgenden 
2»  =  8  möglichen  Fälle: 

I.  ß  =  -2y    A-l-y,    fi-2+a,    v  -  2  +  y  -a 

n.  0  —  3,    1«  y  —  1,    fi  =  3-a,    v  =  3-fo-y 

III.  0«.y-f-2,     1  —  1  —  y,    fi  —  2  +  y  —  a.     v  =  2-fa 

IV.  ß  =  y— 3,     A~y— 1,     fi-3-fa  — y,     v  -  3  —  a 

und  die  vier  andern,  durch  Vertauschung  von  a  und  ß  aus  diesen 
hervorgehenden. 

Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  Betrachtung  des  Falles  I.    . 
Die  hypergeometrische  Reihe 

*V,  A  y, *)  -  1+  -«H y(y-f-i) — **+  •••» 

welche  das  eine  Hauptintegral  des  singulären  Punktes  z  =-  0  liefert, 
bricht  in  diesem  Falle  ab,  und  wir  erhalten  die  Particularlösung: 

Zwischen  ihr  und  der  zweiten  Particularlösung  besteht  aber  nach 
einer  schon  in  S  3.  benutzten  Formel  der  Zusammenhang 


setzt  man  hierin 


io  folgt: 


:  Sit  Abbildung  des  Aautam  einet 


welches  die  ChristoffeTsche  Abbildnngsfunction  ist. 


5  8. 

'■",  wie  wir  gesehen  haben,  die  Differentialgleichungen,  durch 
jüsmigen  die  Abbildungsfunction  für  das  Innere  und  für  das 
e  eineB  Kreisbogenpolygons  hergestellt  wird,  dieselbe  Form 
und  sich  nur  durch  die  Werte  der  Parameter  von  einander 
toiden,  so  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen: 

nu  eine  bestimmte,  den  allgemeinen  Bedingungen  des  Ab- 
iproblems entsprechende  Differentialgleichung 

vorliegt,  die  Parameter  derjenigen  der  ersten  der  Form 
eichen  Differentialgleichung  zu  finden,  welche  das  Aeussere 
irjenigen  Polygone   abzubilden   vermag,   deren   Inneres   ver- 

der  zuerst  genannten  Differentialgleichung  darstellbar  ist 

i  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  für  den  besondern  Fall,  dass  wir 
mit  Dreiecken  nnd  mit  der  hypergeometrischen  Differential- 
g  zu  tnn  haben,  sehr  leicht;  man  hat  eben  nur  nötig,  an  die 
ler  zuerst  gedachten  Winkel  die  äusseren  Winkel  zu 
so  dass  also 

2—1,    2  - p,    2—  v    für    i,  fi,  v  zu  schreiben  ist. 

n  den  Ganss'schen  Parametern  a,  ß,  y  und  a',  ß',  y'  der 
bypergeo metrischen  Differentialgleichungen  bestehen  also  die 
igen 

[1      ti  +  [l-rt  =  2,      [«-/»]  +  !«'- W- 2, 

[j--«-«+[y'-«'-P']  =  2, 

fiele  von  einander  unabhängige  Gleichungen,  als  unbekannte 
vorhanden  sind,  so  dass  also  die  letztem  aus  ihnen  —  und 
f  mehrdeutige  Weise  —  bestimmt  werden  können. 

r  war  n  =  2 ;  wenn  aber  n  >  2  ist,  so  kommt  es,  wie  schon 
Einleitung  erwähnt  worden  ist,  vor  allen  Dingen  darauf  an, 
i  + 1  Parametern  k,t  kt  ...  k»  und  k,  den  (in  Vielfachen  von 
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» lasgedrückten)  Winkeln  des  Polygons  noch  n  -  2  Functionen  %,, 
x, ...  x*_2  der  Eckpunkte  pj,  ?t  ...  p*  nnd  poo  zu  finden,  welche 
von  den  X  and  von  einander  unabhängig  sind  nnd  ausserdem  die 
charakteristische  Eigenschaft  besitzen,  ihren  Wort  nicht  zn  än- 
dern, wenn  man  die  gt ...  Q&  simultan  durch  eine  beliebige  lineare 
Substitution 

tranßformirt  Denn  nur  solche  können,  da  sie  von  den  willkürlichen 
Constanten  der  Integration  unabhängig  sind,  zu  den  Parametern  der 
Differentialgleichung  in  einer  feston  Beziehung  stehen. 

Die  Doppelverhältnisse 


th—t*_  .    b— £00 

00 


fr-1  —  tn   "fn-l  —  fc 


besitzen  diese  Eigenschaft11).  Man  könnte  natürlich  auch  n— 2  von 
einander  unabhängige  Functionen  dieser  Doppelverhältnisse  als 
Parameter  einführen;  noch  andere  Wahl  aber  giebt  es  nicht;  was 
ans  der  unten  stehenden  Anmerkung  erhellt 

Nimmt  man  zu  den  genannten  n  —  2  Doppelverhältnissen  noch 
irgend  ein  anderes  dem  nämlichen  Punktsystem  angehöriges  Doppel- 
verhaltniss  hinzu,  so  verschwindet  die  Fnnctionsdeterminanto  dieser 
Gruppe  von  Functionen  identisch,  so  dass  also  jedes  andere  Doppel- 
verh&ltniss  mit  den  n  —  2  zuerstgenannten  durch  eine  Relation 
verbunden  ist 


11)  Man  wird  anf  das  Doppelrerhiltniss  ron  selbst  hingeführt,  wenn  man 

gaox  allgemein  ein  System  von  Punkten  x|t  xt  ...  xH   durch  die    auf  alle 

bezügliche  Substitution 

Ax+B 

*~  Cx+D 
transformirt  und  Functionen  F  ron  der  Eigenschaft  sucht,  dass 

bleibt  Aus  dieser  Definition  ergiebt  sich  dann  alsbald,  dass  V  den  drei 
■imultenen  partiellen  Differentialgleichungen 

*£-*  *■£-*  **£-• 

gehorchen  muss.  Dieselben  sind  Ar  n>3  mit  einander  vereinbar,  und 
onn  erhalt  als  allgemeine  Lösung  eine  willkürliche  Function  der 
Doppelverhaltnisse. 
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Das  Doppelverhältniss  x*  kann  stets  auf  eindeutige  Weise  be- 
stimmt werden,  sobald  die  gegebene  Differentialgleichung 

d%&         da  ,  _ 

vollständig  integrirt  ist.  Seien  nämlich  f(z)  und  g(z)  irgend  zwei 
Hauptintegrale  mit  ihren  stetigen  Fortsetzungen  [dass  man  dieselben 
für  jeden  Punkt  im  Innern  des  festgesetzten  Gebietes  anzugeben  ver- 
mag, gehört  zum  Begriff  der  vollständigen  Integration] ,  so  giebt  die 
Function 

*  ~  M 

für  die  Argumentenwerte  z  —  oj,  aj  . . .  o*  und  oo  das  Punktsystem 
fi,  £8  ...  £«,  £00?  woraus  man  alsdann  die  *  bildet.  Dabei  wird 
man  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  stets  zu  denselben  Werten 
für  die  %  gelangen,  von  welchen  zwei  unabhängigen  Particularlösungen 
man  auch  ausgehen  mag;  so  dass  also  die  x  als  Functionen  der  Pa- 
rameter der  Differentialgleichung  und  ganz  unabhängig  von 
den  Cons tauten  der  Integration  gefunden  werden. 

Wir  wollen  hier  den  schon  in  der  Einleitung  angedeuteten  Unter- 
schied', welcher  bei  der  Einführung  der  Polygonwinkel  und  Doppel- 
verhältnisse als  invarianter  Parameter  in  unser  Problem  gemacht 
werden  muss,  je  nachdem  das  abzubildende  Polygon  von  ungerader 
oder  von  gerader  Seitenanzahl  ist,  näher  erörtern,  und  beweisen  zu- 
nächst den  Satz: 

Bei  einem  Kreisbogenpolygon  von  ungerader  Seitenanzahl  sind 
die  Winkel  völlig  unabhängig  von  den  Ecken.  Man  kann  nämlich, 
wenn  die  Ecken  gegeben  sind,  dem  Polygon  ganz  beliebige 
Winkel  geben. 

Sei  beispielsweise  n  =»  5,  und  Au  At ...  Ab  die  gegebenen  Ecken 
des  Polygons.    Die  vorgeschriebenen  Winkel  seien  Alf  A*  ...  A5. 

Man  verbinde  (Fig.  1.)  Ah  mit  At  durch  einen  beliebigen 
Kreisbogen  AbAAi  und  trage  an  ihn  im  Punkte  A1  den  gegebenen 
Winkel  Aj  au,  so  wird  dadurch  der  Kreisbogen  AlAt  bestimmt; 
ebenso  bestimmt  dann  der  Winkel  A2  den  Kreisbogen  A9AS,  k^  den 
Bogen  ABAA  und  A4  den  Bogen  A4A5i  wodurch  in  dem  Punkte  Ab 
ein  Winkel  u  entsteht,  welcher  im  allgemeinen  von  dem  vorgeschrie- 
benen Winkel  A6  verschieden  sein  wird.  Wir  wollen  jetzt  den 
Bogen  A6At  sich  ändern  lassen,  so  dass  die  neue  Lage  mit  der 
alten  den  Winkel  6  bildet;  man  kann  dann  auch  die  andern  Bögen 
A1A%,  A%AZ)  AsA^t  AkAh  so  ändern,  dass  die  Winkel  A^  A*,  A3,  i* 


-1 


Kreubogtmpohrgoms  mmf  «ne  KrtUflid*.  39 

unverändert  bleiben.  Was  aber  den  letzten  Winkel,  den  Winkel  u 
anbetrifft,  so  ändert  er  sich  nm  2d,  wenn  ö  den  Winkel  bezeichnet, 
welchen  an  jeder  Ecke  die  neuen  Bögen  mit  den  alten  bilden. 

Man  kann  nun  3  so  bestimmen,  dass 

wird,  also 


machen. 


So  gelangt  man  vermittelst  einer  Art  regula  falsi  zu  der  überaus 
einfachen  Lösung  der  geometrischen  Aufgabe:  Ein  Kreisbogenpolygon 
von  2m-j-l  Ecken  zu  constmiren,  dessen  Ecken  und  Winkel  ge- 
geben sind. 

Man  kann  hieraus  mit  Sicherheit  den  Schluss  ziehen:  Winkel 
und  Doppel  Verhältnisse  eines  Kreisbogenpolygons  von  ungerader 
Seitenanzahl  sind  von  einander  völlig  unabhängig. 

Macht  man  jetzt  dieselbe  Construction  für  ein  Polygon  von  ge- 
rader Seitenanzahl,  zum  Beispiel  für  ein  Viereck  (Fig.  2.),  so  zeigt 
sich  der  Unterschied,  dass  bei  der  Aenderung  der  Bögen  hier  dor 
Winkel  u  in  u  -~ö-\-ö  übergeht,  also  unverändert  bleibt. 

Man  kann  also  hier  dem  letzten  Winkel  nicht  durch  die  mehr, 
erwähnte  Aenderung  der  Bögen  AAAt  u.  s.  w  eine  beliebig  vorge- 
schriebene Grösse  erteilen;  vielmehr  ist  er  durch  die  Angabo  dor 
Ecken  und  der  andern  Winkel  von  selbst  mit  bestimmt. 

Also  darf  für  Polygone  von  gerader  Seitonanzahl  auch  nicht  dfo 
völlige  Unabhängigkeit  der  Winkel  und  Doppelverhältnisse  behauptet 
werden;  und  es  lässt  sich  vermittelst  der  Wedekind'schcn  Dar  »toi- 
long  des  Doppelverhältnisses  durch  zwei  Winkel  beweisen,  dass  liu 
wirklich  nicht  von  einander  unabhängig  sind 

Seien  Vi,  9r>  <h>  9i  "er  complexe  Punkte  der  t-Kben«,  so  lässt 
sich  das  Doppelverhältoiss 

nach  Wedekind  folgendermassen  durch   Winkel   atHdrn',k'?r»,     Muri 
verlege  zunächst  durch  eine  paivrede  lit&zrn  TrzttnfortnHtbm   tUn 
Punkt  £4  in   die  Unendlichkeit,  so  r*r*ztA<At  tkh  da*  hytUm  d«f 
drei  Kreise,  welche  reapettire  d*rvL  <Y,h  VuuV'h  1  24,  i  '/,i,  U',i4  iiUt 
durchgehen,  in  ein  System  dreier  G^ra/fcm,  mnWhH  *,tr$  J/r"j".b  hM  H 
Wählt  man  den   Mittelpunkt    d#*   2>;vr*>  htwsk   uitwUtVA^m* 
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Kreises  zum  Nullpunkt  der  Zahlenebene  und  bezeichnet  den  Radius 
des  zuletzt  genannten  Kreises  durch  r,  die  Abweichung  der  Punkte 
1,  2,  3  von  der  Axe  des  Reellen  respective  durch  a„  aiy  <*3,  so  wird 
das  Doppelverhältniss 

.   aa  —  g, 

8m— 2~    ,«.-«. 

sin — g— 

an  —  er« 

Die  hierin  auftretenden  Winkeldifferenzen  -^ — *  u.  8.  w. .  sind  mit 
den  Winkeln  des  Dreiecks  identisch,  und  es  wird: 

v       '     sm(nin) 

durch  J,  27,  ZZ7  die  Seiten  des  Dreiecks  bezeichnet 

Die  Winkel  sind  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  ihr  Drehungs- 
sinn dein  Sinne  der  Drehuug  in  der  Gauss'schen  Interpretation  des 
Imaginären  gleich  oder  entgegengesetzt  ist 

Geht  man  zur  ursprünglichen  Lage  der  vier  Punkte  zurück  und 
bezeichnet  durch  ikl  nicht  nur  den  durch  die  Punkte  fc  fc,  ß  ge- 
legten Kreis,  sondern  auch  die  Richtung,  in  welcher  er  durchlaufen 
wird,  so  ist  der  Wert  des  Doppelverhältnisses  unzweideutig  durch 
die  Formel  gegeben: 

(1284)  -  8iP(4  1  2'  ^  «4SI.  432) 

l1"*'       sin(421,  413)**  h 

Auch  hierin  treten  nur  Grössen  auf,  welche  ihrem  absoluten 
Wert  nach  den  Winkeln  eines  Dreiecks  gleich  sind:  des  Kreisbogen- 
dreiecks 123,  dessen  Kreise  sämtlich  auch  durch  den  Punkt  4  hin- 
durchgehen. 

Diese  Winkel  sind  an  die  Relation  gebunden,  dass  ihre  Summe 
zwei  Rechte  betragen  muss,  so  dass  also  der  Wedekind'sche  Satz 
lautet: 


5V 


,Das  Doppelverhältniss  (1234)  hängt  nur  von  den  Winkeln  des- 
jenigen Kreisbogendreiecks  123  ab,  dessen  Seiten  ausserdem  sämt- 
lich durch  den  Punkt  4  hindurchgehen,  also,  da  die  Summe  der 
>,Winkel  dieses  Dreiecks  n  beträgt,  nur  von  zwei  unabhängigen  Win- 
keln". 

Wir  sind  jetzt  im  Besitz  der  Mittel,  zu  entscheiden,  was  dazu 
gehört,  dass  ein  Kreisbogenpolygon  im  Sinne  der  Abbildungstheorie 
der  Kreisbogenpolygone  vollständig  gegeben  sei. 
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Betrachten  wir  das  Kreisbogenviereck  AtAtAsA4  (Fig.  3a),  von 
welchem  die  Tier  Winkel  ll9  A*  A3,  X4  gegeben  sein  mögen.  Dann 
irtzar  Bestimmung  des  Doppelverhältnisses  (1234)  noch  dieKennt- 
ua  der  Winkel  des  (panktirten)  Kreisbogendreiecks  123  erforderlich. 

Es  handelt  sich  also  nm  die  Entscheidung  der  geometrischen 
Frage:  Können  zur  Herstellung  der  so  eben  charakterisirten  Figur 
die  Tier  Eckwinkel  L^  1*  18,  Jt4  und  ausserdem  noch  zwei  Winkel 
des  punktirten  Kreisbogendreiecks  l^^ih  beliebig  gegeben  werden? 
—  Zur  Vereinfachung  darf  wieder  die  eine  Ecke  AA  in  die  Unend- 
lichkeit verlegt  werden,  indem  durch  diese  Transformation  sämtliche 
Winkel,  auf  welche  es  hier  ankommt,  unverändert  bleiben.  Auf 
diese  Weise  werden  die  Seiten  des  das  Doppelvcrhältniss  charakteri- 
rireaden  Dreiecks  AtAfA9  und  die  Polygonseiten  AlA1  und  A4At 
gerade  Linien,  so  dass  die  Figur  die  Gestalt  Fig.  3b  annimmt 

Die  von  At  und  A%  auslaufenden  beiden  Linien,  als  Kreisbögen 
nügefaset,  schneiden  sich  allerdings  erst  in  der  Unendlichkeit  in  dem 
Pmkte  A4\  der  Winkel  A4,  unter  welchem  sie  sich  dort  schneiden, 
kommt  aber  zu  Stande,  wenn  man  sie  nach  der  entgegengesetzten 
8eHe  bis  zum  Schnitt  verlängert  Ihr  Schnittpunkt  sei  5,  so  handelt 
es  sich  jetzt  darum: 

Gegeben  sei  das  rechtwinklige  Dreieck  A1AiAs\  man  soll  die 
Kreisbögen  AtAz  und  AtA5  construiren,  so  dass  der  von  ihnen 
hei  At  eingeschlossene  Winkel  eine  gegebene  Grösse  hat,  und  ausser- 
dem, wenn  man  an  diese  Kreisbögen  in  ihren  andern  Endpunkten, 
hei  Ax  und  At ,  ebenfalls  unter  gegebenen  Winkeln ,  gerade  Linien 
antragt  und  dieselben  bis  zum  Schnitt  verlängert,  der  auf  diese  Weise 
entstehende  Winkel  ebenfalls  wo  möglich  eine  beliebig  vorge- 
schriebene Grösse  erhalte.  Man  sieht  nun  sofort,  dass  dieses  letztere 
im  allgemeinen  unmöglich  ist;  denn  variirt  man  die  Figur  wieder 
auf  virtuelle  Weise,  nämlich  so,  dass  die  Punkte  Au  At,  Az  und  die 
Winkel  ij,  i*  *s  unverändert  bleiben  (Fig.  4.),  so  bleibt  auch 
der  Winkel  bei  S  unverändert 

„Man  darf  also  ausser  dem  Werte  des  Doppelverhältnisses 
„nur  noch  drei  der  Polygonwinkel  eines  Kreisbogenvierecks  beliebig 
»festsetzen,  wodurch  dann  der  vierte  Polygonwinkel  von  selbst  mit 
„bestimmt  ißt". 

Entsprechendes  gilt  von  jedem  Kreisbogenpolygon  von  gerader 
SeitenanzahL 

Die  Abzahlung  der  durch  die  Winkel  und  die  DoppelverhäUnisno 
«»druckbaren  Anzahl  von  Parametern  der  Differentialgleichung  d** 
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Schwarz'schen  Abbildungsproblems  wird  also  für  die  beiden  Fälle, 
dass  die  Anzahl  ihrer  singulären  Punkte  eine  gerade  oder  eine  un- 
gerade Zahl  ist,  gesondert  vorgenommen  werden  müssen. 

I.  Die  Anzahl  der  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte 
der  Differentialgleichung  sei  eine  gerade  Zahl  n  =  2m. 

Dann  wird  die  Anzahl  der  Ecken  des  Polygons  gleich  der  un- 
geraden Zahl  2m-f-l,  und  es  sind  daher  2m +1  Winkel  und 
(2m-fl)  —  3  —  2m  — 2  Doppelverhältnisse  disponibel.  Da  jedes 
Doppol verhältniss  seinerseits  zwei  Winkeln  äquivalent  ist,  so  stehen 
im  ganzen 

(2m+l)+2(2m  -2)  —  6m— 3 

iuvariante  lineare  Parameter  zur  Disposition. 

Die  Anzahl  der  überhaupt  vorhandenen  linearen  Parameter  der 
Differentialgleichung  beträgt  aber: 

2m-f  2m-f-2m— 1  —  6m  —  1, 
und  es  ist 

(6m- 1) -(6m -3)  «2. 

II.  Die  Anzahl  der  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte 
der  Differentialgleichung  sei  eine  ungerade  Zahl  n  «—  2m  - 1. 

Dann  wird  die  Anzahl  der  Ecken  des  Polygons  gleich  der  ge- 
raden Zahl  2m,  und  es  sind  daher  in  diesem  Falle  neben  2m  -3 
Doppelverhältnissen  nur  2m — 1  der  Polygonwinkel  disponibel.  Es 
stehen  somit  im  ganzen 

2m  -1-f  2(2m-3)  —  6m  —  7 

invariante  lineare  Parameter  zur  Disposition. 

Die  Anzahl  der  überhaupt  vorhandenen  linearen  Parameter  der 
Differentialgleichung  beträgt 

(2m  — l)-f  (2m-l)-f  (2m  — 2)  — 6m  — 4, 
und  es  ist 

(6m  — 4)  — (6m  -7)  =  3. 

„Also  werden  durch  Polygonwinkel  und  Doppelverhältnisse  auch 
„die  (im  Endlichen  gelegenen)  singulären  Punkte  der  Differential- 
gleichung im  ersten  Falle  bis  auf  zwei,  im  zweiten  bis  auf  drei, 
„mit  bestimmt".    [Der  singulare  Punkt  <x>   ist  nicht  mitgezählt] 

Hieraus  geht  hervor,  dass  zwei  der  singulären  Puukto  der  Dif- 
ferentialgleichung, durch  deren  Lösuugen  die  Abbildung  eines  ge- 
gebenen Kreisbogenpolygons  vqü  ungerader   Seitenanzahl   auf 
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die  Halbebene  darstellbar  ist,  beliebig  angenommen  werden  dürfen; 
es  würde  aber  unrichtig  sein,  wenn  mau  aus  den  obigen  Ergebnissen 
folgern  wollte,  dass  für  ein  gegebenes  Polygon  von  gerader 
Seitenanzahl  drei  der  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung 
beliebig  auf  der  x-Axe  wählbar  seien.  Dieses  zu  behaupten  hiesse  so 
viel  als:  behaupten,  dass  jede  zwei  Kreisbogenpolygone  von  gleicher, 
gerader  Seitenanzahl,  deren  Winkel  und  Doppelverhältnisse  bezüg- 
lich gleich  sind,  als  projeetivisch  gleich  angesehen  werden 
dürfen,  das  ist,  durch  eine  lineare  Substitution  in  einander  trans- 
formirbar. 

Das  ist  für  Polygone  von  ungerader  Seitenanzahl  richtig,  für 
solche  von  gerader  Seitenanzahl  aber  falsch-,  denn  offenbar  können 
Kreisbogenpolygone,  deren  Ecken  und  Winkel  bezüglich  gleich,  deren 
Seiten  aber  ungleich  sind  —  ein  Fall,  welcher  in  dem  hier  be- 
trachteten als  besonderer  Fall  enthalten  ist  —  wenn  die  Seitenanzahl 
die  Zahl  2  übertrifft,  nicht  durch  eine  lineare  Substitution  in  ein- 
ander transformirt  werden;  es  müsste  sonst  lineare  Substitutionen 
mit  mehr  als  zwei  Doppelpunkten  geben,  was  unmöglich  ist"). 

Auch  für  Polygone  von  gerader  Seitenanzahl  werden  nicht 
mehr  als  zwei  der  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  be- 
liebig wählbar  sein,  wenn  das  Polygon  gegeben  ist;  uns  fehlt  aber  in 
diesem  Falle  für  die  hier  erstrebte  Darstellung  ein  von  den  vori 
gen  unabhängiger  invarianter  Parameter;  sei  es,  dass  ein 
solcher  überhaupt  nicht  existirt,  oder  dass  wir  ihn  nur  nicht  kennen. 

Die  Ergründung  dieses  Punktes  ist  übrigens  für  unser  Pro- 
blem entbehrlich,  weil,  wenn  das  gegebene  Polygon  eine  gerade 
Anzahl  von  Ecken  hat,  wir  dasselbe  durch  Hinzufügung 
eines  Scheitels  auf  einer  seiner  Seiten  in  ein  solches  von 
ungerader  Eckenanzahl  verwandeln  können.  Allerdings 
wird  hier  —  was  früher  ausgeschlossen  wurde  —  einer  der  Polygon- 
winkel gleich  *,  und  bedarf  daher  dieser  Fall  einer  besonderen  Dis- 
cussion. 

Man  kann  jetzt  die  Lösung  des  zu  Anfang  dieses  Paragraphen 
aufgestellten  Problems  wenigstens  formell  angeben. 

Es  gelten  die  Gleichungen  : 

£ßk  ~  0, 


St)  Mao  vergleich«  die  ersten  Paragraphen  ron  Poincare*'§  Darstellung 
»einer  interessanten  Untersuchungen  über  die  ron  ihm  in  die  Analyst*  einge- 
führten Functionen,  in  Band  1  der  Acta  Matbematica,  herausgegeben  von  Mit- 
tag-Leffler  (»Theorie  des  groopes  Fuchsien**). 
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(1  —  a*)'«**8,    (Ä-l,  2  ...  n) 

(l-r-2:aA)2-42:j?AaA-;2, 

wozu  die  n — 2  Relationen  H  —  &*(%  ...  <**;  %  ...  o„;  ft  ...£*) 
hinzukommen.  Um  nun  die  zwischen  den  Parametern  «'*,  0'*  der 
anderen  Differentialgleichung  bestehenden  Relationen  anzugeben, 
hat  man  in  den  vorstehenden  überall 

a'k  für  a*,    0'*  für  fr,    2  — A*  für  **,    2-il  für  A 

zu  substituiren,  und  die  Ata  unverändert  zu  lassen. 

Man  erhält  auf  diese  Weise  ebenso  viele  Gleichungen  als  Para- 
meter <x'a,  ß'h  zu  bestimmen  sind.  Was  aber  die  a*  anbetrifft,  so 
wird  vermöge  des  Umstandes,  dass  sie  reell,  und  dass  auch  die  fr 
entweder  reell  oder  zu  je  zweien  conjugirt  imaginär  sein  müssen, 
es  herbeigeführt,  dass  jede  der  Gleichungen 

x*  =  xa(oi  ...  an]     Oj  ...  an;     ßt  ...  ßn) 

in  zwei  reelle  Relationen  gespalten  werden  muss,  wenn  diefc*  unter 
den  genannten  Bedingungen  beliebig  gegebenen  complexen  Zahlenwerten 
gleich  gemacht  werden  sollen. 

Auf  diese  Weise  werden  voraussichtlich  auch  die  a  bis  auf  zwei 
(wir  setzen  voraus,  dass  n-f-1  eine  ungerade  Zahl  ist)  durch  die  k 
und  X  mit  bestimmt  sein,  so  dass  also  eine  Coincidenz  auch  sämt- 
licher a  und  a  auf  der  Axe  des  Reellen  in  dem  «-Gebiet  im  all- 
gemeinen sich  nicht  wird  erreichen  lassen.  Sie  findet  auch  für  das 
dem  unsrigen  entsprechende  Problem  geradliniger  Polygone  nicht 
statt.    (Man  vergleiche  Christoffel,  Annali  di  Mat.  Bd.  IV.  a.  a.  0. 

Dagegen  wird  diese  Coincidenz  sich  in  dem  besonderen  Falle, 
dass  die  n — 2  zur  Anwendung  kommenden  Doppelverhältnisse  sämt- 
lieh  reelle  Werte  haben,  erreichen  lassen.  Das  Doppelverhältniss 
wird  aber  reell,  wenn  die  vier  daran  beteiligten  complexen  Punkte 
auf  einem  gemeinsamen  Kreise  liegen. 

Auf  diese  Weise  wird  der  Fall,  dass  sämtliche  Ecken  des 
Kreisbogenpolygons  auf  einem  gemeinsamen  Kreise  lie- 
gen, ein  erhöhtes  Interesse  in  Anspruch  nehmen. 

Mehr  wird  sich  im  allgemeinen  nicht  sagen  lassen,  und  es  würde 
auf  eine  Specialuntersuchung  des  einfachsten  Falles  n  —  3  ankommen. 
Man  hat  alsdann  nur  ein  unabhängiges  Doppelverhältniss  &,  und  die 
anderen  bilden  mit  ihm  eine  Gruppe,  deren  Individuen  nur  die  Werte 

1         x  -1         x 

X,       1  —  X,     z  t      >  r 

'  '      1  —  X  X  X-l 

annehmen. 
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Der  Cylinder  in  homogenen  Bäumen. 

Von 

Herrn  Dr.  Carl  Quensen, 

Gymnasiallehrer  in  Gandersbeim. 


Im  59.  Teile  dieser  Zeitschrift  hat  Herr  Prof.  A.  v.  Frank  *) 
nach  dem  Verfahren  von  Frischauf*)  den  Cylinder  in  der  absoluten 
Geometrie  nach  oben  von  einer  zur  ebenen  Basis  gehörigen  Fläche 
gleichen  Abstandes  begrenzt  angenommen.  In  der  Euklidischen 
Geometrie  sind  die  Flächen  gleichen  Abstandes  ebene  Flächen,  in  der 
absoluten  Geometrie  sind  sie  jedoch  krumme  Flächen-,  deshalb  ist  es 
wol  der  Sache  angemessener,  die  Begrenzungen,  welche  in  der  Eu- 
klidischen Geometrie  eben  sind,  auch  in  der  absoluten  Geometrie  als 
eben  anzunehmen.  Ueberbaupt  müssen  wir,  wenn  es  sich  um  die 
Definition  von  Körpern  in  der  absoluten  Geometrie  handelt,  darauf 
sehen,  dass  die  Körper  möglichst  viele  von  den  Eigenschaften  be- 
halten, welche  Bio  in  der  Euklidischen  Geometrie  haben.  Deshalb 
habe  ich  in  meiner  Dissertation  8)  den  Kreiscylinder  als  einen  Körper 
definirt,  welcher  begrenzt  wird  von  zwei  Ebenen  und  einer  Fläche 
(dem  Cylindermantel),  die  entsteht,  wenn  sich  eine  Gerade  an  einer 
Kreisperipherie,  der  Leitlinie,  so  bewegt,  dass  sie  stets  senkrecht  auf 


I)  Der  Körperinbalt  des    senkrechten    Cy lindert    and]  Kegels    in  der  ab- 
ioluten  Geometrie. 

S)  Elemente  der  absoluten  Geometrie,     pag.  76. 

3)  Analytische  Betrachtungen  Aber  die  Baumformen,   in   denen   das  Con- 
graensaxiom  gilt.    pag.  45. 
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der  Ebene  des  Kreises  steht  Der  Kreiscylinder  heisse  ein  gerader, 
wenn  die  im  Mittelpunkte  der  Leitlinie  auf  der  Ebene  derselben  er- 
richtete Normale  auch  senkrecht  auf  den  beiden  Grenzebenen  steht, 
und  diese  Ebenen  gleichen  Abstand  von  dem  Mittelpunkte  haben. 
Dieser  Körper  hat  wie  der  Cylinder  im  Euklidischen  Baume  als 
Grundflächen  Kreise ;  ferner  sind  die  durch  die  Kormale  (Rotations- 
axe)  im  Mittelpunkte  der  Leitlinie  gehenden  Ebenol  Symmetrie- 
ebenen;  ebenfalls  ist  die  Ebene  der  Leitlinie  eine  solche»  Endlich 
sind  die  Durchschnittscurven  von  Ebene  und  Cylindermantel  entweder 
Ellipsen,  Kreise  oder  gerade  Linien. 

Diese  Definition  des  Cylinders  möge  für  alle  homogenen  Räume 
gelten.  Wir  haben  drei  verschiedene  homogene  Raumformen,  je 
nachdem  das  constante  Krümmungsmass  grösser,  kleiner  oder  gleich 
Null  ist  Wählen  wir  hier  als  Bezeichnung  der  Räume  die  des 
Herrn  Prof.  Schering  *).  Derselbe  nennt  einen  homogenen  Raum  mit 
positiver  Krümmung  einen  Riemann'schen,  einen  Raum  mit  negativer 
Krümmung  einen  Gaussischen  und  einen  mit  der  Krümmung  Null 
einen  Euklidischen  Raum. 

Je  nachdem  wir  dem  in  den  folgenden  Formeln  vorkommenden 
Parameter  «,  der  Quadratwurzel  aus  dem  Krümmungsmass,  einen 
reellen,  einen  imaginären  oder  den  Wert  Null  beilegen,  erhalten  wir 
die  für  einen  Riemannschen ,  Gaussischen  oder  Euklidischen  Raum 
geltenden  Formeln. 

Schreiten  wir  nunmehr  dazu,  diejenige  von  unseren  obigen  Be- 
hauptungen zn  betrachten,  welche  die  Durchschnittscurven  von  Ebene 
und  Cylindermantel  betrifft 

Die  Gleichung  des  Cylindermantels ,  dessen  Leitlinie  den  Radios 
r  hat,  ist: 

I.  tgcx^tgty*  —  tg*r*. 

Hier  sind  als  Coordinaten  eines  Punktes  die  Projectionen  der 
Entfernung  desselben  von  einem  festen  Punkte  auf  3  sich  in  letzteren 
senkrecht  schneidenden  Axen  angenommen.  Die  eine  dieser  Axen 
(Z)  sei  die  Cylinderaxe,  die  beiden  anderen  (X  und  Y)  liegen  in 
der  Ebene  der  Leitlinie.  Soll  die  Gleichung  der  Durchschnittscurve 
irgend  einer  Ebene  mit  der  Cylinderfläche  entwickelt  werden,  so  ist 
es  zweckmässig,   eine   Coordinatentransformation  in  der  Weise  vor- 


4)  Linien,  Flächen  und  höhere  Gebilde  in  mehrfach  ausgedehnten  Ganssi- 
Bchen  und  Riemann'schen  Räumen.  Nachrichten  von  der  Königl.  Ges.  der 
Wissensch.  zn  Gott.     1873. 
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zunehmen,  dass  die  schneidende  Ebene  selbst  zu  einer  Coordinaten- 
ebene  wird.  Steht  die  schneidende  Ebene  senkrecht  auf  der  Cylin- 
deraxe  in  der  Entfernung  d  vom  Mittelpunkte,  so  ist  das  Coordi- 
system  auf  der  Z  Axe  uro  die  Strecke  d  zu  verschieben.  Bei  An- 
wendung der  Transformationsformeln; 

^      ö  cos««*— suurftgfj' 

tgty  = *$- 

^  9      coscrf— smtrftge) 

erhalten  wir  aus  I.  als  Gleichung  des  Kegels  im  neuem  System: 

Ia.  tg  «$* + tg  H*  —  tg  «r*(cos  id — sin  td  tg  «$)* 

I  oder  tg««  —  0  giebt  als  Gleichung  der  Durchschnittscurve : 

H«  tgc^+tge^  =  tg*r*cos«rf*. 

Diese  Gleichung  ist  diejenige  des  Kreises,  dessen  Radius  R  durch 
die  Relation  tgrß  «=»  tgercoserf  bestimmt  ist. 

Steht  jedoch  die  Cylinderaxe  nicht  senkrecht  auf  der  schnei- 
denden Ebene,  so  ist  ausser  der  Verschiebung  noch  eino  Drehung 
des  Coordinatensystem8  vorzunehmen.  Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass 
die  Gleichung  des  Kegels  bei  einer  Drehung  um  die  3  Axe  dieselbe 
bleibt;  daher  kann  man  das  Coordinatensystem  sich  zunächst  so  ge- 
dreht denken,  dass  die  $  Axe  in  die  schneidende  Ebene  fällt  Diese 
Ebene  möge  die  3E3  Ebene  in  einer  Geraden  schneiden ,  welche  mit 
der  3  Axe  den  Winkel  ?  bildet.  Wir  müssen  alsdann  das  Coordi- 
natensystem (X£)3)  um  die  g)  Axe  um  den  Winkel  (  9— <p)  drehen; 
es  kommen  hier  die  Transformationsformeln  zur  Anwendung: 

tgj  »sinptgcf  —  C08<ptg*£, 

tg«9-tg«j 

tptj  =•  costptgfj+sintptgrf. 

Die  Gleichung  des  Cylinders  im  neuen  System  ist  alsdann : 

(sin  <p*  —  tger2  sin  tc**cos  qp2)  tg  *J*+tg  «17* 
+ (cos  9* — tg  *r*  sin  «rf*  si  n  «*  *)  tgi  J* + tg  tr *  sin  f2d  (cos  q>  tg  *£+sinqrtg«j) 
— 8m2y(l4-tgtr*sina**)tg«ltgft  =  0. 

Setzen  wir  |  =  0,  so  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Durch- 
idmittBcnrve : 
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in.    (sin  92 — tg  *r*sin  $tP  cos  <p*)  tg  «{*+*&  **?* 

—  tgtr*Bms2dCQB<ptgf$  —  tgtr*C08*cZ*. 

Diese  Gleichung  ist  die  einer  Ellipse. 

Wir  wollen  uns  der  Einfachheit  halber  darauf  beschränken ,  die 
Richtigkeit  dieser  Behauptung  für  den  Fall  d  =  0  nachzuweisen. 
Aus  Gleichung  DI.  wird: 

jV.  sin$p*tg*{*-|-tgeif*  —  tg*r* 

Diese  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  tgf«  und  tgiy  eine  homogene  Glei- 
chung zweiten  Grades,  in  welcher  nur  die  quadratischen  Glieder  vor- 
kommen; sie  ist  daher  entweder  die  Mittelpunktsgleichung  einer  El- 
lipse oder  einer  Hyperbel.    Die  allgemeine  Gleichung  der  Ellipse  ist: 


die  der  Hyperbel: 


tg&c* 
tgea8_r  tgsb* 

tg&g*_  tgcy*  __ 
tgea*       tg*ä* 


In  beiden  Gleichungen  sind  a  und  b  die  aus  der  Euklidischen  Geo- 
metrie bekannten  Grossen.  Ans  der  Vergleichung  dieser  beiden  Glei- 
chungen mit  der  Gleichung  IV.  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  letztere 
eine  Ellipse  repräsentirt,  deren  halbe  kleine  Axe  b  =  r,  und  deren 
halbe  grosse  Axe  a  sich  aus  der  Relation 

tg«a  —  ~ — 
ergiebt. 

n 
Diese  beiden  Ausnahmefälle  sind  <p  =  0  und  9=01    ^er  erste 

Fall  <p  =  0  ergiebt  zwei  Gerade ,  nämlich  zwei  einander  gegenüber- 
liegende Seiten  des  Kegels,  der  zweite  einen  Kreis. 

Dieselben  Resultate  würden  wir  erhalten  haben,  wenn  wir  die 
Einschränkung  d  =  0  nicht  eintreten  Hessen ;  hierbei  ist  zu  bemerken, 
dass  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen  nur  bei  den  Euklidischen  Cylin- 
dern  in  der  Axe  liegen,  wie  man  aus  Gleichung  III.  ersieht.  Für 
die  Gaussi'schen  Cylinder  ist  noch  hervorzuheben,  dass  nicht  alle  hier 
auftretenden  Ellipsen  geschlossene  Curven  sind.  Ist  nämlich  der 
Schnitt  so  gelegt,  dass  die  XAxe  parallel  der  betreffenden  Seite  des 
Kegels  ist,  so  haben  wir  eine  Ellipse,'  die  erst  im  Unendlichen  ge- 
schlossen ist.  Der  zu  diesem  Schnitt  gehörende  Winkel  9  ist  be- 
stimmt durch  die  Gleichung: 
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Für  noch  kleinere  Winkel  q>  werden  sich  die  Ellipsen  selbst  im  Un- 
endlichen nicht  schliessen.  Allerdings  kann  von  der  ursprünglichen 
Definition  der  Ellipsen  dann  nicht  mehr  die  Rede  sein. 

Untersuchen  wir  nach  dem  Vorgänge  des  Herrn  Prof.  v.  Heim- 
holte *),  wie  ein  Beobachter,  dessen  Augenmass  und  Raumerfahrungen 
sich  gleich  den  unsrigen  im  Euklidischen  Räume  ausgebildet  haben, 
diese  Verhältnisse  betrachten  würde,  wenn  er  in  einen  Gaussischen 
Baum  versetzt  würde.    Dieser  Beobachter  würde  die  entferntesten 

Gegenstäde  dieses  Raumes  in  endlicher  Entfernung  (-(ringsum sich 

zu  erblicken  glauben.  Derselbe  würde  auch  die  Schnitte  von  Ebenen 
and  Cylindern  als  Gerade,  Kreise  und  Ellipsen  erkennen.  Von  diesen 

% 
Ellipsen  würden  ihm  nicht  alle  innerhalb  der  Entfernung   -geschlos- 

c 

sen  erscheinen,  sondern  eine  Gruppe  derselben  grade  in  dieser  Ent- 
fernung, eine  andere  auch  hier  noch  nicht;  die  erste  Gruppe  enthält 
diejenigen  Ellipsen,  welche  im  Unendlichen  geschlossen,  dio  letzte 
diejenigen,  welche  selbst  im  Unendlichen  noch  offen  sind.  Zn  diesen 
Arten  von  Ellipsen  haben  wir  natürlich  im  Euklidischen  Räume 
keine  Analoga.  Für  diesen  Raum  fällt  auch  dio  Abhängigkeit  der 
Schnittcurven  von  dem  Axenabschnitte  d  fort. 

Wir  erhalten  die  botr.  Formeln  für  dio  Euklidischen  Cylinder 
aas  den  allgemeinen  Gleichungen,  indem  wir  in  dieselben  für  die 
trigonometrischen  resp.  hyperbolischen  Functionen  der  Strecken  die 
Reihenentwickelungen  einsetzen,  durch  «*  dividiren  und  nach  dieser 
Division  «  —  0  setzen.    So  erhalten  wir  z.  B.  aus  Gleichung  II.  und 

m. 

Ha.  s*+y*  «  r* 

Ula.  sin  9*»*  -\-y*  =  r*. 

Was  nun  die  Inhaltsbestimmung  des  Cylinders6)  anbetrifft,  so 
ltot  sie  sich  ohne  grosse  Schwierigkeiten  ausführen. 

Der  zu  berechnende  Cylinder  habe  don  Radius  r;  die  Entfernung 
jeder  der  beiden  Begrenzungsebcueu  von  dem  Mittelpunkte  der  Leit- 
linie sei    -~    Beachten  wir,   dass  der  Inhalt  eines  senkrechten  Pa- 


5)  Heimholte;  Ucber  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  geometrischen 
Axiome.     Vorträge  und  Reden.    Braunschweig  1884. 

6)  Diese    Inhaltsbestimmungen    habe    ich    bereits    in    meiner  Donation 
8eite  46.  ausgeführt,  jedoch  finden  sich  daselbst  einige  Druckfehler < 

Art*,  d.  Math.  a.  Pajb.    *   «-«».-  *-*l  in.  * 
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rallelepipedons  mit  der  Höhe  x$  und  mit  der  unendlich  kleinen  Grund- 
fläche dg 

dJ  =  dg  (i*«s+  i  sin  *2&j) 

ist,  80  ergiebt  sich  für  den  Inhalt  des  Cylinders  bei  Anwendung  von 
Polarcoordinaten 

(tgoe  =  tgSQCOBy,    tgry  —  tg^siny): 


:3 


I     dq>    I     sin  *$.<£$  (£$33 -j-£sin(s2a?8)), 


y=0        q=*Q 


in   welchem  Doppelintegral   die   Abhängigkeit  der  Grösse  xs  von    g 
durch  die  Gleichung 

tgar8  —  tg  (tg)008^ 
ausgedrückt  wird. 


Demnach : 

r 


£J   jarctg^tgfg.cos^j 


tg€  öCOR€p 

H 7~1\ ~~  ^sin^.dp 


1+tg*  Ugjcos2^ 
Führen  wir  als  neue  Variabele 


«  —  tg 


ein,  so  erhalten  wir: 


U  g  J  cos  f  Q 


=tees  cos  «r 


«*=tge2 


J—  — 


l 


4» 


-7"ii\      f    {arctgu.du+^.rfu} 
tgN    J 

u  —  tgftgj.costr 
u.arctgu 


*«•(•§) 


—tg(«  |) 
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costr.arctg(tg  UgJcoBtr  J—   2J 

wir  aach  durch  die  Seite  *  vermittelst  der  Glei- 


tet 2)  =  t«  (t^)  cos« 


^[cobo-.^  — aretg/tg  (»|j 
V  cos  er   ' 
ichen  Ranm  ergiebt  eich  sofort: 
J  —  it.rs.h    resp. 
J-«.r*.<. 
n  20.  December  1884. 
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III. 


Ueber  einige  Eigenschaften  des  Tetraeders. 


Von 

Herrn  Dr.  H.  Gellenthin 

in  Stettin. 


Wenn  sich  im  stereometrichen  Unterricht  oft  Veranlassung  findet, 
auf  die  Analogie  zwischen  den  Eigenschaften  des  Tetraeders  und  des 
ebenen  Dreiecks  hinzuweisen,  so  wird  andrerseits  eben  dadurch  die 
Frage  nahe  gelegt,  wie  weit  diese  Analogie  gehe,  und  in  welchen 
Beziehungen  sie  versage.  Es  giebt  z.  B.  für  gewisse  merkwürdige 
Punkte  des  Dreiecks  —  den  Schwerpunkt,  den  Mittelpunkt  des  um- 
geschriebenen und  den  des  eingeschriebenen  Kreises  —  genau  ent- 
sprechende Punkte  im  Tetraeder,  nämlich  den  Schwerpunkt,  den 
Mittelpunkt  der  eingeschriebenen  und  den  der  umgeschriebenen  KugeL 
Die  Analogie  drängt  —  selbst  den  Schaler  —  zu  der  Frage:  Giebt 
es  nun  nicht  auch,  wie  im  Dreieck,  so  im  Tetraeder  einen  Höhen- 
punkt? d.  h.  schneiden  sich  nicht  auch  die  4  Höhen  eines  Tetraeders 
in  einem  und  demselben  Punkte? 

Dass  ein  solcher  Fall  eintreten  kann,  zeigt  das  regelmässige 
Tetraeder.  Weitere  Auskunft  darüber  geben  die  mir  bekannten  Lehr- 
bücher der  Stereometrie  nicht.  Auch  sonst  ist  mir  eine  eingehende 
Erörterung  dieser  Frage  nicht  bekannt  geworden.  Bei  Steiner  (Ges. 
Werke  Bd.  I.  S.  128)  findet  man  den  (ohne  Beweis  gegebenen) 
Satz:  „Fällt  man  aus  den  Ecken  eines  beliebigen  Tetraeders  auf  die 
gegenüberliegenden  Seitenebenen  Lote,  so  schneiden  diese  4  Lote 
einander  im  allgemeinen  nicht     Schneiden  sich  aber  in  einem  be- 

'eren  Falle  irgend  zwei  derselben,  so  schneiden  alle  4  einander 
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^ÜL  Fl^TTlS^.    ll  aU«Cmeinen  *ber   haben  die 
welche  durch  ^S^T^T  Eigenschaft,  das«  jede  Gerade, 

d-  h.  das*  dorcMede/Iitv   ^  ngeht'  aUch  das  ^^  8cb^det 
Lote  anaimmrallema,  eS  ßg6!,Pnnkt'  den  ""  in  einem  der  * 
*e  3   übrigen*  ^JZ^llJ^  WerdeB  kMn'  dMS  8ie 
anderer   Fassnng  wieST?  ."  J P        hat  er  den  Satz  in  etwa8 

S-  (Ges.  Werfe  mT  S^  j£  ***  'r*  Er  ta"* 
beliebigen  vierseitig».  £*  ,*.      Ä,,t  man  aa8   den  Ecken  eines 

«egenXriiSen 'SJS?  (dre"eitige  P^raid3>  Lote  «*  die 

»elben  Schar  voTÄen'  d^Z'  ■*?"  *  Z"  **  °nd  dCT* 
«*«  giebt,  wovon  jiTStSS;  V*?  "^  nD2ähHge  6°- 
wei  der  4  Lote  .wT  ü?  •?  U,e  8chneidet.  Wenn  insbesondere 
Obrigen:  and  wenn   ^L     ",      ",'   80  8chn«iden  sieb  auch  die  zwei 

de»  "sich  notSge^j,?^  ^  **  "*Mldw'  8°  8chnei- 
Der  Schluss  die««  «Vi!!/ •  .  !•  m  e,ncm  nnd  demselben  Punkte". 
kanntoaX  de"  ?2L  KBerich«*»*  der  in  der  ersten  Be- 

besonderen Fäll«     tTT  ge"achten   «»richtigen  Angabe   über  die 

Grenzfall  fln  »ei  f£  ^ü  Fanen  gehe  da8  «TPerboloid  in  einen 
Un  ""  Ebenen  oder  einen  Kegel)  über. 

»«er^entf  "sST  "**  ***  Ä  *■"*■*■  Umstände  aufzasnehen, 
^et,  sei  im  pnrf  .a ,Be  oder  "dere  dieser  besonderen  Falle  er. 

ergeben    warl  i™    »  ^  nn"ere  Aufgabe-    Dabei  wirch   8i<*  *«"* 
Höhen  stattfinde  ^i aUgeiDeil,e»  &"  kein  gegenseitiges  Schneiden  der 
»wandet,  also  kein  Höheupankt  existirt. 

L 

«?,  ^^  J  ^^  *•  betrachtete  Tetraeder  (Fig.  1.)  /U,,  ////„ 
^aBÄ'nnTnn1"-  "  desselben.  So"011  •«*  zwei  denullmn, 
<*»er  Ebene  £/?»  ln.einem  Punkte  *«  ****'*■.  80  »«««"  *i«  iü 
Ebene  Ann  .i.  '  ",  he  80wohJ  »enkrecnt  zn  Ebene  ^46*  al»  zu 
Gegenkanten  im  ^  ^  Schnittk«>te  AC  -teht»  d.  b.  die  bold«., 
^enn  sich  zw«^  ^  kreU2en  ^  unter  rechtem  Winkel.  Ab», 
»on  deren  fT  •  eiDe"  Tetraeder»  schneiden,  so  Ut  dl«  Ka»US 
kreuzt  n?  "Ie  an8Sehett>  mit  ihrer  Gegenlcante  teakroent  «.;. 
*  von  B«nA  D°gekebrt'  we»n  diese  Bedingong  erfüllt  ist,  «,  u«««,, 
«Bkr-hT  °  i  ans«e,,eDden  Höben  des  Tetraeders  in  der  dur«;b  Hl> 
Poo^i  "t**00***  Ebene  ZJi^Ä   und    schneiden   ,i,-b   ,„  ^w.m 

*•  den  a'iw  p"1  ^   aU*emeinen    d1686  B««"««»f    M    k^n<» 

'»  «U«emeiBJrJegenka,,ten  erf&,lt  zn  selB  brMcbt'  •*  w«^*»  »^ 
im  «hE       f^"6  2  TOn  den  4  Höhen  selmeidei»;  «  wWft  ^ 
«"«emeinen  kein  Höhenpnnkt  Im  Tetraeder. 
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2)  Ist  aber  BD  nnd  AC  senkrecht  gekreuzt.,  so  kann  man  auch 
durch  AC  eine  Ebene  AFC  senkrecht  zn  DB  legen.  In  dieser  liegen 
dann,  wie  mau  sofort  sieht,  die  Höhen  AA1  nnd  CCX  (nach  bekannten 
Stereo  metrischen  Sätzen)  und  scheiden  sich  in  einem  Punkte  Pt.  Also : 
Wenn  2  Gegenkanten  senkrecht  gekreuzt  sind  ,  so  schneiden  sich  je 
zwei  Hohen ,  welche  je  von  den  Endpunkten  einer  dieser  Kanten 
ausgeben. 

3)  Man  sieht  ferner,  dass  in  diesem  Falle  AF,  CF,  BF',  DF'  Höhen 
sind  bezüglich  in  den  Dreiecken  ABD,  CBD,  ABC,  ADC;  dass  BB, 
und  DD1  Höhen  sind  im  Dreieck  BF'D,  also  J\  der  Höhenpnnkt 
desselben ;  AAt  und  CCt  Höhen  im  Dreieck  AFC,  also  1%  der  Höhen- 
pnnkt desselben;  endlich  Anas  FI',  als  Schnittkante  der  Ebenen  AFC 
und  BF'D  senkrecht  steht  sowohl  auf  AC  als  auf  BD,  d.  h.  dass 
FF'  das  gemeinsame  Lot  dieser  Gegenkanten  ist.  Wenn  also  die 
Bedingung  der  Nr.  1)  erfüllt  ist,  so  liegt  der  Fnsspnnkt  jeder  Te- 
traederhöhe in  einer  Höhe  derjenigen  Seitenfläche,  anf  deren  Ebene 
jene  Tetraederhöhe  senkrecht  steht  (der  zugehörigen  Grundfläche). 
Die  zwei  Schnittpunke  der  2  Paar  Höben  liegen  in  dem  gemeinsamen 
Lote  der  2  senkrecht  gekränzten  Gegenkauten. 

4)  Es  kann  ein  anderes  Paar  Gegenkanten  senkrecht  gekreuzt 
sein  z.  B.  AB  nnd  CD  (Fig.  2.).    Dann  gilt  alles  oben  gesagte  nun- 

ir  in  Bezug  anf  diese  Kanten.  Es  ist  Ebene  ABB  senkr.  auf 
,  Ebene  CE'D  senkr.  auf  AB.  BE  und  AE  sind  Höben  in  den 
iecken  BDC und  ADC,  CE'  nnd  DE'  Höhen  in  CAB  und  DAB, 
'  ist  das  gemeinsame  Lot  von  AB  nnd  CD,  die  Höhen  AA1  und 
,  einerseits,  CC\  und  DD,  andrerseits  schneiden  sich  in  2  Pnuk- 
welche  anf  EE'  liegen. 

5)  Sind  nun  gleichzeitig  AC  nnd  BD  einerseits,  AB  und  CD 
rerseits  senkrecht  gekreuzt,  so  combinireu  sich  die  Folgerungen 
Hr.  4)  und  3).  Es  wird  also  zunächst  Höhe  AAS  geschnitten,  so- 
1  von  SB,  als  von  CC\.  Die  Punkte  Ax  B1 C,  D,  sind  dann  die 
lenpnnkte  der  Seitenflächen,  in  denen  sie  liegen.  Es  liefert  also 
Verbindung  von  D  mit  A,  und  von  A  mit  D1  die  dritten  Höhen 
len  Dreiecken  BDC  und  BAC.  Aber  diese  beiden  Verbindungs- 
:n  schneiden  sich  auch  in  demselben  Punkte  der  Kante  BC.  Denn 
ängert  man  zunächst  DA,  bis  zum  Schnittpunkte  G  mit  BC, 
verbindet  dann  Dt  mit  diesem  Punkte  G,  so  ist  nach  einem  einfachen 
eometriseben  Satze  Dfi  senkr.  auf  BC,  d.  h.  Dlo  ist  die  Ver- 
;erung  von  AD,.  Die  beiden  Geraden  AG  and  DG  bestimmen 
<  eine  Ebeno  senkr.  anf  BC,  in  welcher  auch  AD  liegt,  d.  h.  auch 

und  BC  sind  senkrecht  gekreuzt.  Also:  Wenn  in  einem  Tetra- 
r  2  Paar  Gegenkanten  senkrecht  gekreuzt  sind,  so  gilt  dasselbe 
dem  3ten  Paar. 
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6)  Unter  [dieser  Voraussetzung  wird  nunmohr  z.  B.  die  Höhe 
AÄX  geschnitten  von  BBti  weil  AD  senkr.  auf  CD,  von  CCX,  weil 
AC  senkr.  auf  BD,  von  DDU  weil  AD  senkr.  auf  BC.  Es  wird  also 
AAt  von  allen  anderen  6  Höhen  geschnitten.  Dasselbe  ergibt  sich 
för  BB1,  CCt  und  DDt.  Es  wird  also  jede  der  Höhen  von  jeder 
andern  geschnitten.  Wenn  aber  von  4  Geraden  jede  die  3  andern 
schneiden  soll,  so  ist  dies  nur  auf  2  Arten  denkbar:  entweder  sie 
liegen  alle  4  in  einer  Ebene  und  bilden  ein  vollständiges  Vierseit 
oder  sie  schneiden  sich  alle  in  demselben  Punkt.  Der  erste  Fall  ist 
ausgeschlossen ,  da  ja  die  4  Ecken  des  Tetraeders  dann  in  einer 
Ebene  liegen  raUssUm.  Also  findet  der  2te  Fall  statt,  d.  h.  es  existirt 
jetzt  ein  Höheupunkt  Dor  gemeinsame  Schnittpunkt  P  aller  Höhen 
(Fig.  2.)  liegt  nach  dem  Vorigen  (Nr.  3)  sowohl  in  EE\  dem  ge- 
meinsamen Lot  des  ersten  Paares  der  senkrecht  gekreuzten  Gegen- 
kanten, als  in  FF'  dem  zweiten,  und  in  GG' ,  dem  des  dritten 
Paares,  d.  h.  diese  3  Lote  schneiden  sich  jetzt  ebenfalls  in  einem 
and  demselben  Punkt,  nämlich  im  Höhenpunkt. 

7)  Ungemein  einfach  und  übersichtlich  gestaltet  sich  alles,  wenn 
man  den  dem  Tetraeder  umschriebenen  Parallelflächner  zu  Hülfe 
nimmt,  welcher  z.  B.  von  Unferdinger  in  seiner  Theorie  des  Tetra- 
eders aus  den  6  Kanten  (Grün.  Archiv  LI.  S.  354.)  benutzt  wird. 
Legt  man  nämlich  durch  jede  Kante  des  Tetraeders  eine  Ebene 
parallel  zur  Gegenkantc,  so  entsteht  ein  Parallelflächner,  dessen  6 
Seitenflächen  je  eine  Kante  des  Tetraeders  als  Diagonale  enthalten 
(Fig.  3.).  Die  6  anderen  Diagonalen  (in  der  Figur  nicht  gezeichnet) 
bestimmen  ein  2tes,  dem  gegebenen  congruentes  Tetraeder. 

Die  Diagonalenpunkte  XX'  YY'  ZZ'  der  gegenüberliegenden 
Seitenflächen  des  Parallelflächners  sind  zugleich  die  Mitten  der  Gegen- 
kanten des  Tetraeders.  Die  Geraden  XX\  YY',  ZZ'  welche  diese 
Punkte  verbinden,  mögen  die  „Mittellinien"  des  Tetraedes  heissen. 
Sie  schneiden  sich  alle  3  in  einem  Punkte  0,  welcher  bekanntlich 
zugleich  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders  und  des  Parallelflächners 
ist.  Diese  3  Mittellinien  sind  einzeln  den  drei  an  einer  Ecke  des 
Parallelflächners  zusammenstossenden  Kanten  desselben  gleich  und 
parallel.  Sollen  2  Gegenkanten  des  Tetraeders  z.  B.  AD  und  BC 
senkrecht  sich  kreuzen,  so  müssen  sich  offenbar  die  Diagonalen  des 
Parallelogramms  BC  senkrecht  schneiden,  da  die  2te  desselben  ||  AD 
ist;  d.  h.  Parallelogramm  BC  muss  ein  Rhombus,  oder  ZZ'  muss 
=  YY'  sein.  Entsprechendes  gilt  von  den  andern  Gegenkanten. 
Hiernach  kann  die  Bedingung  des  senkrechten  Kreuzens  zweier  oder 
je  zweier  Gegenkanten  ersetzt  werden  durch  die  Gleichheit  zweier 
oder  je  zweier,  d.  h.  aller  drei  Mittellinien.     Man  siebt  nun  auch 
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am  einfachsten,  warum  die  zu  einander  senkrechte  Lage  von  2  and 
2  Gegenkanten  dieselbe  Lage  für  das  dritte  Paar  zur  Folge  hat.  Denn 
aus  XX'  =  YY'  und  YY'=ZZ'  folgt  von  selbst,  dass  anch  XX'  = 
ZZ'  ist.  Der  Parallelflächner  wird  dann  von  lauter  Rhomben  be- 
grenzt. Schneiden  sich  ausserdem  die  drei  Mittellinien  unter  gleichen 
Winkeln  (bilden  eine  gleichseitige  Ecke),  so  sind  alle  diese  Rhomben 
congruent  (Rhomboeder).  Sind  diese  3  gleichen  Winkel  Rechte,  so 
entsteht  das  regelmässige  Tetraeder  und  der  umschriebene  Wttrfel. 

Hiernach  lässt  sich  folgender  Satz  aussprechen:  „Unter  den  3 
„Mittellinien  des  Tetraeders  sind  entweder  keine  gleichen,  oder  2 
„gleiche,  oder  sie  sind  alle  3  gleich.  Im  ersten  Fall  schneiden  sich 
„keine  von  den  4  Höhen  des  Tetraeders.  —  Im  zweiten  Fall  ist  ein 
„Paar  der  Gegenkanten  senkrecht  gekreuzt,  und  es  schneiden  sich  je 
„die  2  und  2  Höhen  des  Tetraeders,  welche  von  den  Endpunkten  je 
„einer  dieser  Gegenkanten  ausgehen.  Die  2  Schnittpunkte  liegen 
„auf  dem  gemeinsamen  Lot  dieser  Gegenkanten.  Der  Fasspunkt 
„jeder  Tetraederhöhe  liegt  in  einer  Höhe  der  zugehörigen  Seiten- 
„fläche  (Grundfläche).  —  Im  dritten  Fall  sind  alle  drei  Paar  Gegen - 
„kanten  senkrecht  gekreuzt ;  es  schneiden  sich  alle  4  Tetraederhöhen 
„in  demselben  Punkt,  oder  es  existirt  ein  Höhenpunkt.  In  demselben 
„schneiden  sich  dann  auch  die  drei  gemeinsamen  Lote  von  je  2 
„Gegenkanten.  Der  Fusspunkt  jeder  Tetraederhöhe  liegt  im  Höhen- 
„punkt  der  zugehörigen  Seitonfläche  (Grundfläche)". 

Hiermit  sind  die  Umstände,  unter  denen  die  von  Steiner  er- 
wähnten besonderen  Fälle  eintreten,  klargelegt.  Der  in  der  zweiten 
Fassung  von  Steiner  gebrauchte  Ausdruck:  „Wenn  insbesondere  3 
Lote  sich  schneiden,  so  schneiden  sich  notwendigerweise  alle  4  Lote 
u.  s.  w."  —  möchte  wohl  besser  ersetzt  werden  durch  die  Worte: 
„Wenn  insbesondere  ein  Lot  von  2  andern  geschnitten  wird,  so 
u.  s.  w.". 

II. 

Der  Ausdruck  „Höhen  des  Tetraeders"  kann  noch  in  einem 
andern  Sinne  genommen  werden,  wie  es  im  Abschnitt  I.  und  im  all- 
gemeinen geschieht.  Man  kann  nach  dem  Vorgange  von  Wittstein 
(Gruu.  Arch.  XXXIX.  S.  3  )  das  Tetraeder  als  Prismatoid  auffassen, 
in  welchem  die  Grundflächen  durch  2  Gegenkanten  dargestellt  sind, 
etwa  AB  und  CD  in  (in  Fig.  3.),  der  Mittelschnitt  durch  das  Paral- 
lelogramm, welches  die  Mitten  der  4  andern  Kanten  zu  Ecken  hat 
-—  XYX'Y'  in  (Fig.  2.)  —  und  die  Höhe  durch  das  gemeinsame 
Lot  jener  beiden  Gegenkanten,   EE\    Von  den  Seiten  des  Mittel- 
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Schnitts  sind  zwei  Gegenseiten  (XYr  nnd  X'Y)  der  Kante  AB  pa- 
rallel und  jede  —  $AB,  die  zwei  andern  (XY  und  X'Y')  der  Kante 
CD  parallel  und  jede  =  \CD.  Diese  Auffassung  des  Tetraeders  als 
Prismatoid  führt  bekanntlich  sehr  einfach  zu  der  Carnot'schen  For- 
mel für  das  Volumen  des  Tetraeders.  —  Da  jedes  Paar  Gegenkanten 
als  Grundflächen  des  Prisroatoids  gewählt  werden  kann,  so  bilden 
die  drei  Lote  zwischen  je  2  Gegenkanten  (EE',  FF1,  GG'  in  (Fig. 
3.))  ein  zweites  System  von  „Höhen  des  Tetraeders".  Mail  kann  sie 
„Höhen  zweiter  Art"  oder,  da  sie  zwischen  je  zwei  Gegenkanten  ge- 
stellt sind,  „Zwischenlote"  nennen.  Es  hat  sich  in  Abschnitt  I.  er- 
geben, dass,  wenn  sich  die  4  Höhen  lter  Art  in  einem  und  dem- 
selben Punkt  schneiden,  auch  die  3  Höhen  2  t er  Art  oder  Zwischen- 
lote sich  in  eben  demselben  Punkt  schneiden.  Es  liegt  die  Frage 
nahe,  ob  dies  der  einzige  Fall  ist,  in  welchem  sich  die  3  Zwischen- 
lote schneiden,  oder  ob  es  nur  einer  unter  mehrereu  ist.  Da  die 
Verhältnisse  sich  hier  nicht  von  vornherein  so  einfach  übersohen 
lassen,  wie  im  Abschnitt  L,  so  möge  die  Frage  analytisch  untersucht 
werden. 

1)  Die  3  Mittellinien  des  Tetraeders.  XX',  YY',  ZZ'  haben 
sich  schon  in  Abschnitt  I.  als  bedeutsam  für  Fragen  dieser  Art  er- 
wiesen. Wir  wählen  sie  als  Axen  eines  (im  allgemeinen  schiefwink- 
ligen) Coordinatensystems,  dessen  Ursprung  also  in  O,  dem  Schwer- 
punkt des  Tetraeders  und  zugleich  des  „umschriebenen"  Parallel- 
fläebners,  liegt.  Die  positiven  X  YZ  mögen  gezählt  werden  nach  den 
Richtungen  OX,  OF,  OZ.  Die  Längen  zweier  Mittellinien,  wie  sie  von 
den  Tetraederkauten  begrenzt  sind,  mögen  seinXy'  =  2a,  FF' «=»26, 
ZZ'=  2c  Die  Cosinus  der  Coordinatenwinkei  mögen  bezeichnet 
werden  cos(ya)  =  coso  =  a,  cos(xz)  =*  cosb  =  ß,  cos(a^)  «*  cosc  =  y. 
Die  Längen  der  3  Zwischenlote  seien  EE'  =  2lt,  FF'  —  2/2,  CT/—  2^,. 
Aus  der  bekannten  Construction  dieser  Lote  weiss  mau,  dass  EE' 
senkrecht  steht  auf  den  Ebenen  der  Parallelogramme  AB  und  CD, 
also  auch  auf  der  Coordinatenebene  der  XY  und  durch  letztere 
halbirt  wird.  Dasselbe  gilt  von  FF'  in  Bezug  anf  die  Ebenen  AC, 
BD  und  XZ,  von  GG'  in  Bezug  auf  die  Ebenen  AD,  BC  und  YZ. 
Die  Schnittpunkte  von  EE'  mit  Ebene  XY,  von  FF'  mit  Ebene  XZ, 
von  GG'  mit  Ebene  YZ  mögen  bezüglich  heissen  Rx,  R%  und  Jt3; 
diese  Punkte  sind  dann  zugleich  die  Mittelpunkte  der  betreffenden 
Lote.  (In  der  Fig.  3.  um  die  Deutlichkeit  nicht  zu  stören,  siud 
diese  Punkte  und  manche  bereits  erwähnte  Strecken  nicht  angegeben). 

Endlich  werde  abgekürzt  geschrieben:    -  =  6,   -  —  «.  ,  «=»  f.      Es 
sind  die  Gleichungen  für  je  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders 


r 


58 


G ellenthin:   Ueber  einige  Eigenschaften  des  Tetraeders, 


z  =  —  c 
z  *=*  -f-  c 


y b 

y-+b 
x  »  —  a 
x  =  -f-  a 


AB:  1)  y  -»       öxy 

DC:  2)  y  =*  —  fe, 

4(7:  3)  <e=       «*, 

£L>:  4)  x  —  —  €2, 

4Z):  5)  s  —       £y, 

5(7:  6)  z  —  —  &, 

Es  mögen  femer  sein  die  Gleichungen  der  Zwischenlote 

ATS':     7)     y  =  M  x  +  my  z  =  N  x  -fn, 

FF':    8)     x~M'z-\-m',         y=*N'z+n' 
QG'i    9)    *  =  Jf"y  +  m",        x  —  N'z  +  n". 

In  diesen  Gleichungen  7)  bis  9)  sind  die  Grössen  Lm  Nn  M1  u.  8.  w. 
zu  bestimmen  durch  die  Forderung,  dass  je  eins  dieser  Lote  je  ein 
Paar  Gegenkanten  schneiden  und  auf  ihnen  senkrecht  steheu  soll 
Wenn  allgemein  2  Gerade  durch  ihre  Gleichungen 

y  =»  BjX-\-bto         z  -=»  Qar+Cj 

gegeben  sind,  und  eine  dritte  Gerado  mit  den  Gleichungen 

y  =  Mx-\-m,         z  =»  Nx-\-n 

jene  beiden  senkrecht  schneiden  soll,  so  müssen  bekanntlich  die  Be. 
dingungen  erfüllt  sein: 

(B1  +  C1a  +  y)M^(C1  +  B1a  +  ß)N (1+Btf  +  Cj) 

(B,+  Csa+y)M+(Cs+Bs«  +  ß)N (1  +  B,y  +  Ctß) 

(m-bJiN-CJ  -  (n-cJW-BJ 

(m-£2)(2V-Ci)  -  (»-<?!>(  AT— tff) 

wo  a/?y  die  Cosinus  der  Coordinatenwinkel  siud  (Schlömilch,  Analyt. 
Geom.  II,  S.  44). 

Dio  ersten  beiden  Gleichungen  bestimmen  M  und  iV,  d.  h.  die 
senkrechte  Lage  der  Geraden,  die  letzten  beiden  demnächst  m  und 
n,  so  dass  wirkliches  Schneiden  eintritt.  Wenden  wir  diese  Regeln 
auf  unsere  Gleichungen  1),  2)  und  7)  au,  so  erhält  man  als  Bestim- 
mungsgleichungen für  3/,  N,  m  und  n 


10) 

11) 
12) 


t 


(ö  +  y)M+(öa  +  ß)N (1  +  öy) 

(—d  +  y)M+(—öa  +  ß)N=*  —  (1  —  öy) 
mN=  (w+c)(Af—  ö) 
mN*=  (n—c)(M+ö). 


^1 
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Aas  10)  und  11)  folgt  durch  Addition  and  Sabtraction 


14) 

yM+ßN 1 

15) 

M+*N y 

und  daraus 

16) 

«y— ß 

17) 

l-v* 
«Y—ß 

Dann  folgt 
18) 

19) 

ans 

12)  und  13) 

c    M2  —  6» 

mss=5'      JV 

Um  die  entsprechenden  Werte  für  das  Zwischenlot  FF*  zu  er- 
halten, bat  man  nur  in  obiger  Ableitung  zu  vertauschen 


X 

mit 

% 

also    «  mit  y 

uud 

5  mit  B 

y 

5* 

X 

ß    »   « 

c    »    b 

z 

11 

y 

Y    *    ß 

und  erhält 

16') 

py— « 

17') 

1—0* 
2V'  =  S — - 

18') 

** 

19') 

n'  -  *  U\ 
s 

Vertauscht 

man 

ebenso 

mit 

* 

olcA        i¥    mif    /? 

und 

A  mit  t 

*  n    y  ß    »     Y  c    w    ö 

*  w     *  7     w     « 

so  erhält  man  für  das  Lot  GG' 

16")  M"  =  ^^ 

«0— y 
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1-«» 


17")  N1 


aß  —  y 


18  )  £ W — 

19")  n"  -  I .  M" 

wodurch  die  12  anbekannten  Consta'  ten  in  den  Gleichungen  7)  bis 
9)  bestimmt  sind. 

2)  Um  zu  erfahren,  welchen  Beziehungen  die  gegebenen  6 
Grössen  abcaßy  genügen  müssen,  wenn  sich  irgend  2  der  3  Zwischen- 
lote z.  ß.  EE'  und  FF'  schneiden  sollen,  kann  man  auf  deren  Glei- 
chungen die  oben  angegebene  Regel  für  das  Schneiden  zweier  Ge- 
raden anwenden  und  durch  eine  etwas  umständliche  Rechnung,  die 
weiter  keine  Schwierigkeit  bietet,  jene  Beziehung  finden.  Man  kommt 
aber  kürzer  zum  Ziel  durch  eine  geometrische  Bemerkung.  Da  EE' 
senkrecht  zu  Ebene  <ry,  und  FFf  senkrecht  zu  Ebene  &*,  so  sind 
boide  —  schneidend  oder  kreuzend  —  senkrecht  zur  XAxe.  Die 
senkrechten  Projectionen  aller  Punkte  von  EE*  einerseits  und  von 
FF'  andrerseits  auf  dio  -YAxe  fallen  also  je  in  einen  Punkt  der 
letzteren  zusammen.  Wenn  sich  nun  die  Geraden  EE'  und  FF' 
schneiden,  also  in  einer  Ebene  liegen,  die  selbst  senkrecht  die  JTAxc 
schneidet,  etwa  in  Q]9  so  fallen  eben  jeno  erwähnten  beiden  Punkte 
der  XAxe  in  einen,  nämlich  in  den  Punkt  Qx  zusammen,  und  umge- 
kehrt ist  letzteres  das  Merkmal  dafür,  dass  EE'  und  FF'  sich 
schneiden.  Es  genügt  zu  dem  Zweck  der  Nachweis,  dass  die  senk- 
rechte Projection  eines  Punktes  von  EEr  und  eines  Punktes  von 
FF'  auf  XX'  zusammenfallen.  Diese  Punkte  können  beliebig  ge- 
wählt werden ,  z.  B.  die  Punkte  Rt  und  R&  in  denen  EE '  und  FF' 
die  Ebene  xy  bez.  xz  treffen,  oder  etwa  auch  die  Punkte  &l  und  &*, 
in  denen  EE4  die  Ebene  yz,  FF'  die  Ebene  xy  treffen.  Nun  zeigen 
die  Gleichungen  7)  und  8),  dass 

St  die  Coordinaten  *  —  0,    y  =  w,     z  *=»  n 
St   „  „  z  —  0,     *  =  m',     y  —  n' 

haben.  Projicirt  man  die  Strecke  05,  (senkrecht)  auf  XX',  so  ist 
die  Projection  OQ' =  m.y-\-nß.  Projicirt  man  ebenso  O/S,,  so  ist 
die  Projection  0Q"=»  m'+n'y.  Sollen  also  EE'  und  FF'  sich  schnei- 
den, d.  h.  Q!  und  Q"  in  einen  Punkt  Qt  zusammenfallen,  so  lautet 
die  Beziehungsgleichuug: 


9m 


m 


y-\~nß  ■—  m'-\-n'y. 


ii 


^ 
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Hätte  man  die  Punkte  Rt  and  R*  gewählt,  so  hat  man  ans  7) 
and  8)  die  Coordinaten  von 

_              _                   n                   Nm  — Mn 
Ä,  :  *  —  0,    »  =»  —  ^,        y== N 

n                                 *'                     N'm'—M'n' 
Ä»:y-»0,    «»— ^y,        x  = ^7 

Also  ist  die  Projection  der  Strecke  07^  auf  die  JTAxe 

(Nm-Mn)y  —  n 

UV  ™  N 

und  die  entsprechende  Projection  von  0i?8  ist 

tfm'—M'n'-n'ß 
oder 

Nun  ist  ans  14) 

Afy-f  1  —  —  Nß. 

Ferner  entspricht  der  Gleichung  15)  eine  andere 

15')  M '  +  yN'  «  —  0, 

Ton  deren  Richtigkeit  man  sich  auch  direct  ans  16')  und  17')  über- 
zeugen kann,  so  dass 

M'+ß  =  -  N'y 

ist    Nach  Einsetzung  dieser  Werte  wird 

Man  erhält  also  auch  hieraus  als  Bedingung  für  da«  Vorb*u<i*?u 
sein  eines  Schnittpunkts  von  EE'  und  FF'  die  Gleichung  20) ;  imummt- 
dem  fiberzeugt  man  sich  nebenher,  dass  wirklich,   nach  d*-«  01*u 
changen  der  Geraden  EE'  und  FF\  die  senkrechte!»  JV^jUviksu 
zweier,  also  aller  Punkte  von  EE'  einerseits  und  voü  FF'  *uurer- 
seitB  auf  XX'  in  je  einen  Punkt  zusammenfallen. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  EE9  und  G&,  «wl  dw*  /r   r» 
and  GG'  sich  schneiden,  findet  man  auf  analog*  Art     L*  er- 
sieh also: 
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EE'  schneidet  FF',  wenn 

20)  my-\-nß  =  »»'-f  n'  y 
GG'  schneidet  EE\  wenn 

21)  m"a +ri'y  —  m+na 
FF'  schneidet  GG',  wenn 

22)  m'ß-\-n'a~m"+n"ß 

3)  Um  die  hierin  liegenden  Beziehungen  zwischen  abeaßy  zu 
finden,  hat  man  die  in  den  Gleichungen  16),  17)  ...  his  18"),  19") 
notirten  Werte  von  m,  n  u.  s.  w.  einzusetzen.  Tut  man  dies  zunächst 
in  Gleichung  20),  nachdem  man  letztere  in  der  Form 

my-\-nß —  m' — n'y  «=  0 

geschrieben  hat,  so  erhält  man: 

00       tf/"" g)*y  *£  («y — ß)y  .    ac  (ßy — ä)ß 

T  (ay— 0)(1— y2)  ~~  a       1— y2    +  b      ay—ß 

bc        (aß— y)2        .ab  ßy  — a      6c  (ft/?--y)y 

*  (Pr— «)(*— ff)  "*"  *  1-1F    <*    ßy— «  "" 

Nach  Zusammenfassung  der  Glieder,  welche  den  Factor  -r,  und 

derjenigen,  welche  den  Factor  —    enthalten,    und    einiger   Verein- 

fachung,  ergiebt  sich,  dass  alle  übrig  bleibenden  Glieder  den  Factor 
(Py— «)  gemein  haben,  und  obige  Gleichung  geht  über  in 

f*       \<^_L_       ff  JL      ft<?        ff—y' \ 

iPr~*)\  c   i_0i~  *    l-y»""  a  (1— /J*)(l— y2)  J  ™  ° 

Berücksichtigt  man,  dass  02— y*=  1  —  y2—  (1  —  ß*)  ist,   so  zerlegt 

sich  der  letzte  Bruch  in  der  Klammer  in  -z — 3.—  z «:     demnach 

1— p*      1— y*' 

erhält  man: 

*-»{r^  e-i)-i^  e-9}-» 

Diese  Gleichung  zerfällt  ersichtlich  in  die  beiden: 

ßy  =  a 

b       fa      c\  c       /a       b\ 

1-0*  \c  ~  a)  *"  1  -y2  V*~~  «/ 

bringt  man  leicht  auf  die  Form 
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Nun  ist  «  —  coä(ya)  oder,  was  dasselbe  ist,  ■=  cos  o,  ß  —  cos(u)  = 
cosb,  y  ■=  cüs(jry)  —  cosc.  Die  Winkel  (yi),  («),  (*y)  oder  a,  i,  c 
sind  die  Seiten  (Kautenwinkel)  der  von  den  Coordinatenaxen  (Mittel- 
linien des  Tetraeders)  gebildeten  körperlichen  Ecke  OXYZ.  Mögen 
die  Winkel  (Flächenwinkcl)  dieser  Ecke,  nie  sie  den  Seiten  a,  6,  e 
gegenüber,  d.  h.  wie  sie  an  den  Kanten  OX,  0¥,  OZ  liegen  A,  B,  C 
heissen,  so  ist  bekanntlich 

cos  ii  =  cos  b  cos  c  4-  sin  b  sine  cos  A 
oder 

cos  A  sin  b  sin  c  —  cos  a  -  ■  cos  b  cos  c  ■=  u  —  ßy. 

Die  erste  der  beiden  obigen  Bedinguugsgleichungen ,  wonach 
a—ßy  =  0  sein  soll,  ist  also  identisch  mit:  cos  A  sind  sin  e  —  0. 

Da  nun  sinb  oder  sine  nur  verschwinden  konnte,  wenn  Winkel 
b  oder  c  —  0  oder  =  ISO0  würde ,  was  sich  von  selbst  aasschliesst, 
so  lange  das  Tetraeder  als  solches  bestehen  soll,  so  geht  jene  Glei- 
chung aber  in 

voaA  —  Q,    ^—90°. 
In  der  zweiten  jener  beiden  Gleichungen  ist 
1  -  ß'  _  sin'b 
1  -j*  ~  tia't 
oder,  was  dasselbe  ist 

sin'üt 

8in*C 

Analoge  Beziehungen  findet  man  durch  entsprechende  Behand- 
lung der  Gleichungen  21)  und  22).  Die  Bedingungen,  welchen  die 
Bestimmungsstocke  des  Tetraeders  genügen  müssen ,  wenn  sich  die 
Zwischenlote  EE'  und  Ff,  oder  GG'  und  EE',  oder  .FF'  und  GG' 
schneiden  sollen,  werden  hiernach  ausgedrückt  bezüglich  durch  fol- 
gende Gleichungen 

=  90« 


23«) 
23b) 

4»(a'-eI) 

COSA  =■  0,         A 
8in!4       sin'i? 
ain*c  ""  gin'C 

24») 
24b) 

0  — «)■» 
■,><4>-*') 

cos-B  —  0,        B 
sio*c       sin**? 
Hin*«       BinM 

26«) 

25b) 

1  —  «A 

«V-i") 
J'(c>— a') 

cos  C—  0,        C 

Bin'a        sinM 
sin**  =  aüPB 
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Und  zwar  ist  zu  bemerken,  dass  jedesmal  die  anter  a)  oder  die 
unter  b)  notirte  Gleichung  genügt,  um  das  Schneiden  der  betreffen- 
den Lote  zu  bedingen. 

4)    Die  Deutung  der  obigen  Gleichungen  hat  keine  Schwierig- 
keit 

Es  folgt  z.  B.  aus  23a): 


„Stehen  die  Ebenen,  welche  eine  der  3  Mittellinien  des  Tetra- 
eders mit  je  einer  der  beiden  anderen  bildet,  auf  einander  senk- 
recht —  oder  stehen  2  Seitenflächen  des  umschriebenen  Parallel- 
„flächners  senkrecht  auf  2  anderen  —  so  schneiden  sich  2  Zwischen- 
„lote.  Jedes  dieser  Lote  ist  der  einen  dieser  Ebenen  parallel  und 
„zur  anderen  senkrecht".  Man  findet  auch  leicht  aus  den  Gleichungen 
7)  bis  9),  dass  jedes  dieser  beiden  Lote  eine  der  Mittellinien  senk- 
recht schneidet. 

Aus  der  Combination  von  23a)  und  24a)  folgt:  „Steht  eine  der 
„3  Mittellinien  senkrecht  auf  den  beiden  anderen  -  stehen  4  Seiten- 
Bächen  des  umschriebenen  Parallelflächners  senkr.  auf  den  2  übrigen 
„—  so  ist  jene  erste  Mittellinie  (zz>)  selbst  eins  der  Zwischenlote, 
,.und  wird  von  den  beiden  andern"  (im  allgemeinen  in  2  verschiedenen 
Funkten)  „senkrecht  geschnitten".  Man  findet  leicht,  dass  diese  beiden 
Schnittpunkte  vom  Mittelpunkt  der  geschnittenen  Mittellinie  nach 
derselben  Seite  liegen,  in  Abständen,  die  sich  verhalten  wie  die  Qua- 
drate der  beiden  anderen  Mittellinien  (a* ;  &*). 

Die  Gleichung  23b)  kann  man  auch  schreiben  in  der  Form: 


c 


X 


_1  —  P*^l  —  C08*b 

^"l-f"!-  C08*c' 

Sie  enthält  die  4  Grössen    »  r,  /?,  y.    Man  sieht,  was  ohnehin  ein- 

lenchtet,  dass  die  betrachtete  Eigenschaft  des  Tetraeders  nicht  von 
der  absoluten  Länge  seiner  Mittellinien,  sondern  nur  deren  Verhält- 
nissen  und  ihren  gegenseitigen  Neigungen  abhängt.    Die  Gleichung 

Ct  CL 

ist  unter  anderem  erfüllt,  wenn  -  =  cosb  und  zugleich  t«cosc 

c  o 

ist;  dann  ist  eine  der  Mittellinien,  XX',    senkrecht  auf  einer  der 

Seitenflächen  des  Tetraeders ,  ABI) ,  und  auf  der  zu  ihr  parallelen 

Ebene  XY'Z,  d.  h.  sie   ist  die  Höhe  des  zwischen  diesen  Ebenen 

ien  Pyramidenstumpfes. 


^ 


% 
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Es  musB  dabei  notwendig  sowohl  -  als  ?  kleiner  als  die  Einheit 

0  o 

sein.  Es  kann  auf  diese  Art  aber  immer  nur  1  Paar  Zwischenlote 
zum  Schneiden  gebracht  werden.  Denn  sollte  auf  dieselbe  Art  Glei- 
chung 24b)  erfüllt  sein,  welche  lautet: 

so  mflsste  gerade  -  <  1  sein,  was  mit ;    <   1    unverträglich     ist. 

Gleichung  28b)  kann  unter  anderem  auch  erfüllt  werden,  wenn  zu- 
gleich b  —  <?,  und  ß  —  y,  d.  h.  Wkl.  b  —  Wkl.  e  ist;  d.  h.  wenn  2 
der  Mittellinien  gleich  lang  sind  und  mit  der  3ten  gleiche  Winkel 
bilden.  In  diesem  Fall  ist  Ecke  OXYZ  —  und  die  ihr  congruento 
und  symmetrische  des  umschriebenen  •  Parallelflächners  —  gleich- 
schenklig. Sollten  auf  diese  Art  2  der  Gleichungen  unter  b)  erfüllt 
sein,  so  käme  man  auf  die  Bedingung  a  =»  b  =  c,  ein  Fall,  auf  den 
wir  sogleich  zurückkommen. 

5)  Von  besonderem  Interesse  für  unsere  Aufgabe  sind  diejenigen 
Combinationen  der  gefundenen  Bedingungsgleichungen,  deren  Erfül- 
lung das  Vorhandensein  eines  gemeinsamen  Schnittpunktes  aller  3 
Zwischenlote  2ur  Folge  hat  Dieser  Combinationen  scheint  es  4  zu 
geben,  nämlich:  1)  alle  3  Gleichungen  a).  —  2)  2  Gleichungen  a) 
und  eine  Gleichung  b).  —  3)  Eine  Gleichung  a)  und  2  Gleichungen 
b).  —  4)  Alle  3  Gleichungen  b). 

Eine  Betrachtung  dieser  4  Fälle  im  einzelnen  ergiebt  Folgendes : 

1)  Wenn  23a),  24a),  25a)  zugleich  bestehen,  so  ist  Wkl.  A  — 
B  =  C  —  90* ,  jede  der  3  Kittellinien  steht  senkrecht  auf  den 
beiden  andern,  der  umschriebene  Parallelflächner  ist  ein  rechtwink- 
liger, je  2  Gegenkanteo  des  Tetraeders  sind  gleich  lang,  die  3  Mittel- 
laien und  zugleich  die  Zwischenlote,  diese  schneiden  sich  also  im 
Schwerpunkt  des  Tetraeders  O. 

2)  Man  wähle  etwa  die  Combination  23a),  24a),  25b)  —  die 
beiden  anderen  in  diesem  Falle  noch  möglichen  Gruppirungen  er- 
geben nichts  wesentlich  Anderes  — ,  so  ist  A  =»  B  «  90°,  folglich 
sbul  — siii£«-l,  also  aus  25b)  «V-^)  —  **(c*  —  <**)  d.h.  a  =»  b. 
Zwei  der  Mittellinien  sind  gleich,  die  dritte  steht  auf  beiden  senk- 
recht, der  umschriebene  Parallelflächner  ist  ein  gerades  Prisma  mit 
rhombischer  Grundfläche,  2  der  Gegenkanten  sind  senkrecht  gekreuzt, 
die  andern  4  gleich  lang. 

Aitk.  Atr  Xftfth.  n.  Phya  J.   Reihe,  Teil  HI.  * 
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i 

Wie  schon  oben  bemerkt,  ist  in  diesem  Falle  die  Mittellinie 
(ZZr),  welche  auf  den  beiden  andern  senkrecht  steht,  zugleich  das 
eine  Zwischenlot  —  zwischen  den  senkrecht  gekreuzten  Gegenkanten 
—  und  von  den  beiden  anderen  senkrecht  geschnitten,  diesmal  in 
demselben  Funkte,  da  das  Verhältniss  a%:b%  wegen  a  =  b  den  Ex- 
ponenten 1  hat 

Der  Abstand  dieses  Punktes  P  von  O  hat  den  Wert  cy,  ist  also 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Wkl.  (xy),  d.  h.  der  Winkel 
zwischen  der  positiven  Richtung  der  XAxe  und  der  FAxe  spitz  oder 
stumpf  ist.  Nun  haben  wir  bei  Ableitung  unserer  Gleichungen  als 
positive  Sichtung  der  XAxe  diejenige  betrachtet,  welche  von  O  nach 
DC  fuhrt,  nach  derjenigen  Kante,  deren  Gleichung  lautet: 

y  «  —  ix, 

d.  h.  deren  Projection  auf  die  xy  Ebene  nicht  durch  den  oben  de- 
finirten  Coordinatenwinkel  (xy),  sondern  durch  den  Nebenwinkel  geht. 
Von  den  beiden  senkrecht  gekreuzten  Gegenkanten  (DC  und  AB) 
verbindet  nun  die  cino  die  Scheitelpunkte  der  spitzen  Winkel,  die 
andere  die  Scheitelpunkte  der  stumpfen  Winkel  des  Rhombus,  in 
welchem  jede  eine  der  Diagonalen  ist,  und  zwar  ist  jene  die  längere, 
welche  die  spitzen  Winkel  verbindet.  Die  xy  Projection  der  längeren 
halbirt  also  die  spitzen,  die  xy  Projection  der  kürzeren  die  stumpfen 
Winkel,  welche  von  den  Mittellinien  und  Goordinatenaxen  XX r  und 
YT  gebildet  werden.  Wählt  man  also  als  Winkel  (xy)  zwischen  der 
positiven  XAxe  und  der  positiven  YAxo  den  stumpfen,  so  ist  die 
positive  ZAxe  nach  der  längeren,  wählt  mau  den  spitzen  Winkel, 
so  ist  die  positive  ZAxe  nach  der  kürzeren  der  zu  einauder  senk- 
rechten Gegenkanten  gerichtet.  In  jenem  Fall  ist  cy  negativ,  in 
diesem  positiv.  In  jedem  Fall  also  liegt  der  Punkt  P  vom  Schwer- 
punkt O  des  Tetraeders  nach  der  kürzeren  der  2  ungleichen 
senkrecht  gekreuzten  Gegenkanten  hin. 

3)    Wählt  man  in  diesem  Fall  etwa  die  Gleichungen  23a),  24b) 

und  24c)  —  die  beiden  andern  möglichen  Gruppen  ergeben  dasselbo 

Resultat  —  so  ist  nach  23a)  A  =  90°,  also   sin -4  «-  1.    Dann  folgt 

aus  24b) 

cHb*— a«) 


sin*<7 


und  aus  25b) 

und  daraus 
also 


sin2B  = 


a*(b*  —  c*y 

a*(b*—c*y 
sin*C+sinlB  =  l, 
J3+C-900. 
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Dies  ist  aber  neben  A  —  90°  unmöglich,  da  -4-fB+C>  180°  sein 
mnss.    Dieser  Fall  scheidet  also  ans  der  Zahl  der  Möglichkeiten  aus. 

4)  Wenn  alle  drei  Gleichungen  23b),  24b),  25b)  gleichzeitig 
erfüllt  sein  sollen,  so  ist  dies  nur  auf  eine  Art  möglich.  Durch 
Multiplication  der  beiden  ersten  erhält  man  nämlich: 

sin*J3  &*(a*—  c*) 

8inl4°       a\b*  -<?*)' 

während  Gleichung  25)  ergiebt: 

sin2/?      b*(a*—c*) 
snAi  —  a*(&2— c2j* 

Es  muss  also  dann  sein 

(a* — <&)  —  _.  (aa_c*)  „  o    also    ««=-<?. 

Schreibt  man  etwa  23b)  in  der  Form: 

ft2(a2  —  c*)  sin2C  —  c*(a*  —  b  2)sinlB, 

so%  sieht  man,  dass  fttr  a%—c*  «-»  0,  auch  a2  -  b%  «=  0,  d.  h.  a  —  5 
sein  muss;  da  sin8/?  und  c2  von  0  verschieden  sind.  Der  4te  Fall, 
das  gleichzeitige  Bestehen  der  drei  Gleichungen  unter  b)  ist  also 
nur  möglich,  wenn  a  =»  b  «■  c  ist;  wobei  dann  die  Winkel  zwischen 
den  3  Mittellinien  beliebiebige  sein  können.  (Befreit  man  die  3 
Gleichungen  von  ihren  Nennern,  so  sieht  man  sofort,  dass  bei  belie- 
bigen er,  ßy  y  die  Gleichungen  erfüllt  sind,  sobald  a=b  =  c).  In 
diesem  Fall  ist  der  umschriebene  Parallelflächner  von  6  Rhomben 
begrenzt,  je  2  Gegenkanten  des  Tetraeders  sind  senkrecht  gekreuzt 
Es  ist  dies  der  in  Abschnitt  I.  betrachtete  Fall;  der  Schnittpunkt  P 
der  3  Zwischenlote  fällt  mit  dem  der  4  Höhen  zusammen,  ist  aber 
(im  allgemeinen)  vom  Schwerpunkt  0  des  Tetraeders  verschieden. 

Im  allgemeinen  sind  von  den  6  Rhomben  nur  je  2  gegenüber- 
liegende congruent.  Die  speciellen  Fälle  o»^y,  a  *=  ß  =»  y, 
«  =  ß  =  y  «■  O  sind  leicht  zu  deuten. 

„Es  giebt  also  nur  3  wesenüicb  verschiedene  Fälle,  in  denen  die 
»3  Zwischenlote  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  treffen". 

L  „Die  Winkel  zwischen  je  2  Mittellinien  sind  rechte,  die  Längen 
„der  letzteren  beliebig". 

IL  „2  Mittellinien  sind  gleich  lang,  .ihr  Winkel  beliebig,  die  dritte 
«»beliebig  lang  und  auf  beiden  senkrecht'4. 
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III.  „Alle  3  Mittellinien  sind  gleich  läng,  die  Winkel  zwischen 
„ihnen  beliebig". 

6)  In  dem  letzten  dieser  3  Fälle  besitzen  die  6  Fasspunkte 
der  3  Zwischenlote  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft.  Wir  haben  die 
Pankte,  in  denen  EE\  FF\  GG'  die  Coordinatenebenen  xy,  xz  und 
yz  senkrecht  schneiden,  bezüglich  B^  R9  und  Rz  genannt.  Sind  die 
Bedingungen  des  letzten  Falles  erfüllt,  so  bestimmen  EE'  und  FF' 
eine  Ebene  JBj,  EE'  und  GG'  eine  Ebene  E9,  FF'  und  GG'  eine 
Ebene  E^  welche  bezüglich  die  Axen  der  ar,  der  y  und  der 
z  senkrecht  schneiden;  die  Schnittpunkte  mögen  in  dieser  Reihenfolge 
Qu  Qsi  Qi  heissen.  Jedes  der  Zwischenlote  wird  von  der  zu  ihm 
senkrechten  Coordinatenebene  halbirt,  so  dass  R1E  =  R1E'  «Z,, 
Ä,F«=  RtF'  -  l»  R*G  —  R3G'  —  /j  ist 

Wenn  wir  zunächst  nur  die  Zwischenlote  EE'  und  FF'  be- 
trachten,  und  nur  die  Gleichung  23b)  als  erfüllt  ansehen,  so  findet 
sich  Folgendes:  Es  ist  Q,  R^  senkrecht  sowohl  zu  XX'  als  zu  EE\  Q^ 
senkrecht  zu  XX'  und  zu  FF'.  Also  ist  QXE  =  QtE\  jede  von 
diesen  Strecken  möge  gt  heissen ;  ebenso  QXF  =  QtF\  von  denen 
jede  fe  heisse.  Endlich  ist  ORt  senkr.  auf  EE',  also  OE  —  0£ '; 
ebenso  Ö/2*  senkr.  auf  FF',  also  OF  =  OF'.  Der  Abstand  der  Punkte 
E  und  £'  heisse  r„  derjenige  der  Punkte  F  nnd  F'  von  0  heisse  rt# 

Bezeichnet  man  nun  das  dem  Punkte  Rt  zugehörige  y  mit  y, 
und  das  dem  Punkte  ß*  zugehörige  z  mit  **,  so  ist  aus  den  Glei- 
chungen 7) 

cd       cb  ß — ay 

yt  -  "  #  —  ^  r^y 

Und  da  

Q1Ri  =  yisin(sy)  =-=  ytYl  —  y* 
so  wird 

an%      c*b*  (g-«y)» 

Entsprechend  wird  aus  Gleichung  8) 

n'   bc  y —  aß 

also 

Bezeichnet  man  ferner  den  Neigungswinkel  von  ZZ'  gegen  die 
Ebene  xy  oder  ab  mit  i^,  den  von  YY9  gegen  die  Ebehe  xz  oder  <ic 
mit  ^,  so  ist  nach  bekannten  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 
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g.  (  8iiii,  =  suMsinb  —  sinBsinn    und 

»  sin  4  =  sin  4  sine  —  sinCsina 

Da  nun  it  gleich  dem  von  Z  auf  Ebene  ab,  ^  gleich  den)  von  Kauf 
Ebene  «?  gefällten  Lot  ist,  so  ist 

lj  =  esint^  —  c  sin  4  sin  b 

2»  «  &sin^  «  £  sin  .4  sin  c 

Ferner  ist,  wie  schon  oben  angefahrt, 

ß  —  ay  —  costfsinosinc,    y  -*0  —  cos  Csin  o  sin  0, 
also 

(0— ay)»  .  .  (y— a/J)i 

2-ji   -  cos8Ä8in»o,  i-y    =  cos'Csin'a. 

Bei  Einsetzung  der  notirten  Werte  erhält  man: 

Pi*  -  QiV+'i*  -  -^r  cos2/?sin»a  +c*sinMsin»b 
27) 

*i*  -  Qi*i*4V  —  ^w>s»Csin»a  +  a*sin*4sin*c. 

Schreibt  man  hier  fttr  cos*J3  and  cos8C  bezüglich  1  —  sin*£  and 
1  — sin*C,  berücksichtigt  die  Gleichung  26)  and  subtrahirt  die  untere 
Gleichung  von  der  oberen,  so  erhält  man 

ft*_ef*  -  ^(*V-**)sin»b-**(a*— c'JsüA) 
die  Klamraergrösse  ist  nach  23b)  -=  0,  also  wird 

Wenn  also  zwei  der  Zwischenlote  unter  Erfüllung  einer  der  Glei- 
chungen unter  b)  sich  schneiden,  so  liegen  ihre  4  Fusspunkte  in 
einem  Kreise,  dessen  Ebene  eine  der  Mittellinien  senkrecht  und  zwar 
im  Mittelpunkt  jenes  Kreises  schneidet.  —  Ausserdem  folgt  aus 
r,1  ~0&  -  OQ^+pj*,  aus  r,1  -  OF*  —  OQf+gf  und  tf  —  p,*, 
dass  r,  =  r,  =  OE  «  O-P«  OS'  =  OFr  ist;  die  vier  Fusspunkte 
EE'FF'  haben  also  auch  von  O  gleichen  Abstand. 

Bestehen  die  3  Gleichungen  unter  b)  gleichzeitig,  so  gilt  genau 
Entsprechendes  je  von  den  4  Punkten  EE'GG'  und  FF'GG'  d.  h. 
sämtliche  6  Fusspunkte  liegen  dann  auf  einer  Kugel  mit  dem  Centrum 
0.    Es  wird  dann  einfacher  (Gl.  27)),  da  a  —  b  =»  c  ist, 

Qx*  —  a2(8in*a  —  sin1/?  sin2o  +  sin*-4  sin*b) 

and  mit  Rücksicht  auf  26) 
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Qt*  «  a*8in*a  —  a*(l  —  a2) 
Ferner  ist 

also  hat  man  für  den  Radios  der  erwähnten  Engel 

r*  =  a2(l  —  <**)+  aV  ~  a»,     r  »  a. 

Man  erhält  also  den  merkwürdigen  Satz:  „Wenn  die  3  Mittel- 
linien eines  Tetraeders  gleich  lang  sind,  so  schneiden  sich  die  4 
„Höhen  nnd  die  3  Zwischenlote  in  einem  und  demselben  Punkte. 
„Ferner  liegen  die  Mitten  der  6  Kanten  und  die  6  Fusspunkte  der 
„Zwischenlote  &uf  einer  Kugelfläche  (deren  Centrum  der  Schwerpunkt, 
„und  deren  Radius  die  halbe  Mittellinie  ist)." 

7)  Hiernach  ergiebt  sich  für  ein  Tetraeder  mit  den  eben  an- 
gefahrten Eigenschaften  folgende  einfache  Gonstruction :  Man  ziehe 
in  einer  Kugel  mit  dem  Centrum  O  drei  beliebige  Durchmesser  XX  \ 
YY'9  ZZ\  lege  durch  die  Endpunkte  jedes  Durchmessers  2  Ebenen 
parallel  zu  den  beiden  anderen  und  wähle  von  den  8  Ecken  des 
entstehenden  rhombischen  Parallelflächners  vier  (ABCD)  so  aus, 
dass  nie  je  2  auf  derselben  Kante  desselben  liegen.  Diese  4  Punkte 
sind  die  Ecken,  ihre  6  Verbindungslinien  die  Kanten  des  gesuchten 
Tetraeders.  — •  Jede  der  letzteren  schneidet  die  Kugelfläche  in  2 
Punkten.  Sechs  von  diesen  12  Punkten,  die  Punkte  XX'  YY'  ZZ' 
sind  die  Mitten  der  6  Tetraederkanten,  die  sie  verbindenden  Durch- 
messer sind  die  Mittellinien,  ihr  Schnittpunkt  0  der  Schwerpunkt  des 
Tetraeders.  Die  anderu  6  Punkte,  paarweis  nach  den  Gegenkanten 
geordnet  (EE'FF'GG')  und  verbuuden,  liefern  die  3  Zwischenlote. 
Dieselbcu  sind  zugleich  Höhen  des  Parallelflächners;  sie  schneiden 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  P.  Die  Verbindungslinien  dieses 
Punktes  mit  den  4  Ecken  ABCD  sind  zugleich  die  Höhen  (Iter  Art) 
des  Tetraeders,  also  P  der  „Höhenpunkt"  desselben. 

Es  ist  ohne  Weiteres  klar,  dass  die  noch  übrigen  4  Ecken  des 
Parallelflächners  (?19(£$)  ein  zweites,  dem  ersten  symmetrisches 
Tetraeder  bestimmen,  welches  mit  dem  ersten  den  Schwerpunkt  O 
und  die  3  Littellinien  gemein  hat  Die  3  Zwischenlote  und  die  4 
Höhen  desselben  schneiden  sich  in  einem  Punkte  $;  die  3  Punkte 
P,  0  und  Sß  liegen  auf  derselben  Geraden  und  zwar  $  symmetrisch 
zu  P  in  Bezug  auf  O.  Die  6  Fusspunkte  der  neuen  Zwischenloto 
liegen  ebenfalls  auf  der  erwähnten  Kugelfläche ,  die  hiernach  IS  be- 
merkenswerte Punkte  bestimmt. 
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8)  Die  Construction  eines  Tetraeders,  in  welchem  nach  Fall  I. 
(S.  67.)  die  Zwischenlote  einen  gemeinsamen  Schnittpunkt  haben,  er- 
giebt  sich  daraas,  dass  der  umschriebene  Parallelflächner  ein  recht- 
winkliger ist  Man  erhält  auch  hier  2  symmetrische  Tetraeder,  welche 
Schwerpunkt,  Mittellinien  und  die  mit  ihnen  identischen  Zwischenlote 
gemein  haben.  Ein  „üöhenpunkt",  in  welchem  sich  die  „Höhen 
Iter  Art"  schneiden,  existirt  in  diesem  Tetraeder  nicht.  —  Die  im 
Torher  besprochenen  Fall  erwähnten  18  Punkte  sind  hier  durch  6 
setzt  Dieselben  liegen  nicht  auf  einer  Kugelfläche;  wenn  man  eine 
Analogie  aufsuchen  will ,  kann  man  sie  als  die  Endpunkte  der  Axen 
eines  3axigen  Ellipsoids  betrachten. 

9)  Die  Construction  eines  Tetsaeders,  welches  dem  Fall  IL  ent- 
spricht, ergiebt  sich  ebenfalls  aus  dem  umschriebenen  Parallelfläch- 
ner, welcher  von  2  Rhomben  (Grundflächen)  und  4  Rechtecken 
(Seitenflächen)  begrenzt  ist  Die  beiden  in  demselben  enthaltenen 
Tetraeder  haben  ein  Zwischenlot  —  etwa  EE\  jetzt  identisch  mit 
ZZ'  —  gemein.  Dasselbe  wird,  wie  oben  erwähnt,  von  FF'  und 
GG'  senkrecht  geschnitten  in  einem  Punkt  P\  dessen  Abstand  von 
0  gleich  cy  ist,  und  —  bei  entsprechender  Bezeichnung  im  audern 
Tetraeder  —  von  gg'  und  ©©'  in  einem  Punkte  ^},  welcher  zu  ?} 
in  Bezug  auf  O  symmetrisch  liegt.  Die  Ebene  von  FF'  und  GG' 
schneidet  den  Parallelfläcbner  in  einem  Rhombus,  welcher  den  Grund- 
flächen congruont  ist;  die  Lote  FF'  und  GG'  sind  die  durch  den 
Diagonalcnpunkt  dieses  Rhombus  gelegten  Höhen  desselbou,  also 
gleich  lang.  Entsprechendes  gilt  von  gg'  und  @@',  Die  jetzt  vor- 
handenen 10  Fusspunkte,  EE'FF'GG'%%'  @@'  liegen  diesmal  auf 
einem  Rotationsellipsoid ,  dessen  Rotationsaxe  EE'  =  2b  und  dessen 
Aequatorialdurchmesser  =»  2a,  d.  h.  gleich  jeder  der  beiden  anderen 
Mittellinien  ist.  Die  4  Punkte  FF'GG'  und  gg'  ©©'  liegen  in  je 
einem  Parallelkreis,  dessen  Ebene  von  der  Aequatorialebene  den  Ab- 
stand ±cy  hat  und  dessen  Radius  —  a(l —  y%)  ist.  Die  Punkte  F 
and  5',  G  und  ©',  G'  und  © ,  F'  und  g  liegen  in  je  einem  Me- 
ridian. 

10)  Als  Coordinaten  des  gemeinsamen  Schnittpunktes  P  der  3 
Zwischenlote  ergaben  sich,  wenn  er  vorhanden  ist,  in  Fall  I):  Xp  = 
y>-Zp=0,  in  Fall  II):  XP=zYP=0,  ZP=cy.  In  Fall  III) 
könnte  man  dieselben  berechnen  aus  den  Gleichungen  7)  und  9), 
welche  fttr  den  Punkt  P  allesammt  gelten ,  mit  Berücksichtigung  der 
Beziehung  a  =  b  «  c.  Die  Rechnung  wird  einfacher ,  und  man  er- 
hält eine  anschauliche  Vorstellung  von  der  Lage  des  Punktes  P  in 
diesem  Falle,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  er  gleichzeitig  in  den 
oben  (S.  68.)  erwähnten  Ebenen  Ev,  Et,  Ez  liegt,   von  denen  die 


I 
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erste  die  JTAxe,  die  zweite  die  FAie,  die  dritte  die  £Axe  bezüglich 
in  den  Abständen  aa,  (S.  70).,  oft  ay  von  0  senkrecht  schneidet 
Die  Schnittpunkte  Qu  Q2,  Q8  sind  leicht  zu  construiren.  Man  findet 
z.  B.  Q,,  indem  man  von  OZ  auf  YYf  senkrecht  projidrt  and  die 
Projection  von  O  aas  auf  der  JTAxe  nach  der  Seite  abträgt,  wo  die 
kleinere  der  beiden  senkrecht  gekreuzten  Kanten  AD  and  BC  liegt. 
Die  oben  genannten  3  Ebenen  haben,  wie  man  leicht  findet,  bezüg- 
lich die  Gleichungen 

Et :  x  -J-  yy  *jr  ß*  ■■  oa 
^t  s  y^+y+ff*  °  <*ß 

Eg  :  j3a?  — | —  orxo  — | —  ^s  —  ay 

woraus  man  einfacher,  als  aus  den  Gleichungen  7)  bis  9)  die  Coor- 
dinaten  xyx  des  Punktes  P  berechnen  kann.    Man  erhält  so 

x  =  J-8  («(1  -  a*)  +  ß(aß  -  y)  +  y(ay  -  ß)) 

v  -  %(ßV-ß')+Y(ßY-«)+°(«ß-Y)) 


wo 


*  =  ^(y(i~y2)+«(«y-ft+^y-«)) 


st.  Es  liegt  nahe,  die  Strecken  aa,  50,  <?y  selbst  in  einem  von  dem 
gewöhnlichen  etwas  abweichenden  Sinne  der  Coordinaten  des  Punktes 
F  anzusehen  und  mit  xy'%  zu  bezeichnen.  Bezeichnen  ferner  d,  £, 
17,  t  die  Länge  der  Strecke  OP  und  die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
sie  mit  OX,  0F,  OZ  bildet,  so  findet  man  leicht. 


a  a 


und 

11)  Die  3  Mittelliniee  2a,  26,  2e  und  die  von  ihnen  einge- 
schlossenen Winkel  abc  (oder  deren  Cosinus  aßy)  sind  offenbar  für 
das  Tetraeder  völlig  ausreichende  und  beliebig  zu  gebende  Bestim- 
mungsstücke*, nur  sind  die  Winkel  obc  den  Bedingungnn  zu  unter- 
werfen, dass  ihre  Summe  kleiner  als  360°  und  dass  die  Summe  irgend 
zweier  von  ihnen  grösser  als  der  dritte  sei.  Es  Hesse  sich  also  aus 
diesen  6  Stücken  eine  vollständige  Theorie  des  Tetraeders  aufstellen, 
wie  sie  Unferdinger  aus  den  6  Kanten  aufgestellt  hat  (Grün.  Arpfe, 
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LL,  S:  864.  f.).  Ea  hiease  das  nichts  anderes,  als  die  Eigenschaften 
dea  Tetraeden  consequent  aus  denen  des  „nmBehrlebenen"  Parallel 
fllchners  ableiten,  dnrch  welchen,  wenn  er  beliebig  gegeben  wird,  in 
der  Tat  das  ihm  „eingeschriebene"  d.  i.  aus  6  seiner  Diagonalen 
gebildete  Tetraeder  ebenso  durchgängig  bestimmt  ist,  wie  umgekehrt. 
Ich  beschranke  mich  hier  auf  ein  Beispiel,  die  Bestimmung  des  Te- 
rteder- Volumen.  Aus  (Fig.  8.)  sieht  man,  dass  die  Seitenflächen 
des  Tetraeders  ABCD  von  dem  umschriebenen  Parallelflachner  4 
andere  Tetraeder  abschneiden.  Eines  derselben  ist  z.  B.  VBCD. 
Als  seine  Grundfläche  können  wir  HDC  ansehen ,  seine  Hohe  ist 
-  ££'.  Entere  ist  die  Hälfte  des  Parallelogramms  BCiBu,  letztere 
die  zugehörige  Höhe  des  Parallelflachners.  Das  Volumen  von  HBCD 
ist  also  —  | ,  das  aller  abgeschnittenen  Tetraeder  zusammen  ■■  J 
von  dem  Volumen  D  des  Parallelflachnen.  Nennnt  man  also  T  das 
Volumen  des  Tetraeden  ABCD,  so  Ist  T  —  \II.  Nun  ist  17  = 
tCtD-EE'.  Den  Flächeninhalt  F  des  Parallelogramms  %CWD 
kann  man  anf  2  Arten  ausdrucken.  Denkt  man  sich  HXJ  gezogen, 
nennt  tt  den  Winkel  zwischen  V&  und  CD,  welcher  zugleich  den 
Winkel  darstellt,  unter  dem  AB  und  CD  sich  kreuzen,  und  bezeichnet 
die  Lange  von  CD  mit  2«,  von  «B  =  AB  mit  2s',  von  ££'  (wie 
früher)  mit  %,  so  ist  F  in  4  fllchengleiche  Dreiecke  zerfallen,  deren 
jedes  den  Inhalt  Jee'sin  i,  hat,  also  F  •=  2se'sin  «„  U  =  ^«'bm  s,  und 
r— j/jM'sins'    (Carnot'sche  Formel).     Aber   anderseits   ist  auch 

F=fle.öH.sinSßH  —  4a4.Binc. 

Femer  ist  Gleichung  26) 

EE'  —  ZZ'.äau  —  2e.BinA.smb. 
Also 

i7—  8  ofe  sin  .4.  sin  b.  sine. 

Kon  ist  jedes  der  drei  gleichen  Producta  8iu-l.Kinh.sinc,  sinnsin  Beine, 
lin  a  ein  b  sin  C  bekanntlich  gleich  J ,  wenn  man  wieder  mit  /*  die 
Grosse  Vi  —  «*— (J1 — f*+2aßy  bezeichnet  (den  sogenannten  „sinus 
der  dreiscitiaen  Ecke"  OXYZ.  nach   v.  Standt     Onlln'a  Jnnrn   XXTV  . 
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zwischen  sieb  Winkel  mit  den  Cosinus  aßy  ciischliei 
Sclilömilch,  Analyt.  Geom.  II.,  S.  12.),  welcher  also  mit 
schriebenen  Parallelfladmer  gleiche  Winkel  hat 

Daraus  ergeben  sich  unmittelbar  die  zuletzt  gc 
drücke  für  U  and  T,  welche  diese  Volumina  durch 
drücken.  Die  Formel  für  T  scbliesst  sich  den  zablrc 
an,  wie  sie  z.  B.  von  Dostor  (a.  a.  0.  S.  144  ff.)  geg< 
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IV, 

Anwendung  der  Thetafunctionen  auf  geodätische 

Strecken  und  Winkel. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  geodätischen  Bogen  auf  einem  Rotationsellipsoid  stellon  sich 
als  reine  Ellipsenbogen  oder  elliptische  Integrale  2.  Gattung,  dio 
zugehörigen  geographischen  Längen  als  reine  Integrale  3.  Gattung, 
4.  Art  mit  Coefficienten  1  dar,  und  zwar  variirt  der  Modul  von  der 
Eicentricitfit  des  Meridians  beständig  abnehmend  bis  0,  wenn  der 
geodätisshe  Bogen  sich  dem  Aequator  nähert 

Da  nun  die  Excentricität  des  Erdmeridians  an  sich  eine  kleine 
Grösse,  der  entsprechende  Thetamodui  noch  viel  kleiner  ist,  so  klein, 
dass  die  2  ersten  Terrae  der  Thetareihen  bis  auf  13  Decimalstellen 
ausreichen,  so  zeigt  sich  von  vorn  herein  die  Anwendung  der  Theta- 
functionen zur  directen  Berechnung  geodätischer  Strecken  und  Winkel 
als  vielversprechend. 

Obgleich  nun  die  Betrachtung  einer  geodätischen  Strecke  eine 
grössere  Anzahl  von  Fragen  hervorruft,  so  will  ich  mich  doch  auf 
die  2  Aufgaben  beschränken,  deren  Lösung  unmittelbar  aus  der 
Theorie  hervorgeht,  während  die  übrigen  die  Auflösung  der  resul- 
tirenden  Gleichungen  verlangen,  nämlich: 

Es  sind  gegeben  geographische  Länge  und  Breite  des  Anfangs 
eines  geodätischen  Bogens,  Azimut  der  Anfangstangente  und  Breite 
des  Endpunkts,  gesucht  1)  die  geodätische  Länge  des  Bogens  und  2) 
die  geographische  Länge  des  Endpunkts. 
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§.1.  Integration  in  algebraisch-trigonometrischer  Form. 
Ist  die  Gleichung  der  Oberfläche 

0*    +b*-1 
so  sind  die  Bedingungen  der  geodätischen  Linie: 

a*   a*   b*  ,y  ' 

wo  die  Accente  die  Differentiation  nach  dem  Bogen  *  ausdrücken. 
Hiernach  hat  man  die  2  Gleichungen: 

Die  erstere  gibt  integrirt: 

Sei  A  die  geographische  Länge,  und 

x  ■=  rCOsA;      y  =  rßinA. 


dann  werden  sie: 

ra'         r 


"        ^-r*'8 


r"*'-*i      5r-^/--0  (1) 


woraus  nach  Elimination  von  Vi 


"      -"      hh 


7-p  +  ^-o  (2) 

Zerlegt  man  die  Fläcbengleichung  in 

r  =»  acosy;      »  —  6siny 
und  setzt 

ar 
so  geht  Gl.  (2)  über  in 

ä*  siny 
y''(l-€*cos*y)  +  €V*sinycosy+^^^~0 

oder 


integrirt 


woraus; 


y'*  (1  -  «»cos*  y)  -  Ji  (c*  -  tg*  y)  (3) 

±3.-^8yJ/    c,_tgtjf  (4) 


*»     * 
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Bezeichnet  ß  die  geographische  Breite,  so  ist 

cos/?  b        sin/S 

C09  y  =    ,  ;      sin  y  =  — 7=== 

Vi  —  £fsin*p  '      «Vi  — «»sin1/? 

Führt  man  also  ß  statt  y  ein,  so  erhält  man: 


*  (1  — £*siülWlVc8  — (1  — ff)tg*/J 

Die  Breite  0  erreicht  ihr  Maximum  für 

c*—  (1  —  €«)tg2/J«0 

Ist  also  ft>  das  Maximtim  von  /?,  so  ist 

und  die  Gleichung  lautet  nun: 

__q&  cosfecospap 

*  (1  —  f »  sin1  0)1  Vsin'0o— *™*ß 
Jetzt  folgt  leicht: 

r*        a*C08*px  r/ 


§.  2.    Azimut. 

Der  Winkel,  unter  dem  die  geodätische  Linie  *  im  laufenden 
Punkte  den  Meridian  schneidet,  d.  i.  das  Azimut,  sei  —  0.  Ein  Punkt 
der  Oberfläche  ist  bestimmt  durch 

x  —  acosycosil;    y  =»  acosysinA;    *  —  äsiny 

Diferentiirt  man  bei  constantem  X,*  so  erhält  man  als  Richtungs- 
cosinus  der  Tangente  des  Meridians: 

,  ,v  sinycosA  ,  ,x  sin  y  sin  A     m 

yl  —  «*cos*y  yl  — «*cos*y 


aVl— t*cos*y 
Bei  variabelm  X  kommt: 

«'=  —  oy'sinycosA — aA'cosysinA 

y'  =  —  ay 'sin  y  sin  A  -f-  a  A'cos  y  cos  A 

s'  -*  ty'cöS  y 
woraus: 
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cos*  —  (*')*'+(?')  **+(«')«'--  «/'Vi  —  «*cos*y 

das  ist  in  ß  ausgedrückt: 

C08#  = r 


a  (1  — «*sin2/S)« 
und  nach  61.  (5): 

cos*-±~]^ft-8ip>g  (7) 

a  C08  ft>  ^S  0 

Im  Durchschnitt  mit  dem  Aequator  sei  A  —  0O*     Hier  w"^ 
ß  —  0,  also 

cos*  —  ±  ~i  tgft>  °der  A  =  ±  ^  cot/50co8*0 

Zwischen  ß0  und  *0  muss  offenbar  eine  Relation  bestehen.    In 
einem  Punkte  des  Aequators  wird  die  erste  61.  (1): 

att'  -  h 

Ebenda  ist  die  Bertthrungsebene  normal  zur  Aequatorebene,  daher 
adk  Projection  von  d«,  d.  i. 

ol'««  sin*0 


Aus  beiden  Gleichungen  folgt: 

asin*0  ==  ^  s=  ä"  cot0ocos#o 


a* 


oder 


Das  gibt: 


tg*0  =  icotft  (8) 


b        sin  Pq        .  cos/?o 


cos  *0  Ä  "  /        a  .  «„r ;     sin  *0  =    ,-      orq    .^  (9) 

0       «Vi  —  £*sin*ft>  °       Vi  —  £*sin*ft 


acosft) 


Vl^-f*sin*ft 

und  61.  (7)  wird: 

'sin*ß0— sin[0 


(10) 


A  —      b     i/8JP*ft>— sin* 
COB9~aCMßV  l-«8ßin2ft 


aufgelöst  nach  cos/S  und  sinj?0 


p      a  y(i  —  £*  8in^0)  sin»  d—  «*  cos*A> 

Wl— g»sin»]g  —  sin^cos»? 
sinft,—  y    i_c»+f*cosffrcosfP 


(11) 
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§.  3.    Integration  in  elliptischer  Form. 

Setzt  man  für  den  Modul 

lc  =*esmß0  (12) 

sin  ß  =  sin  ß0  snc  u  (1 3) 

und  lässt  u  mit  *  wachsen,  dann  gilt  in  Ol.  (5)  das  untere  Zeichen, 

und  man  findet: 

bk'Bu       b 

dnc*u      V 
Gl.  (6)  wird: 

-   &€8co8p0         dn'ufo 

ÖA~~         a        *'2— (1  — «2)dn2u 

Bezeichnet  a  den  Parameter  des  Integrals  3.  Gattung,  so  ist 

dn'a-«;    fc'sn'a  «=  -  ;     fc'cn'a  —  tcosft)  (14) 

und  die  Gleichung  geht  über  in 

dn*ttdu 


9il  «  sn'acn'adn'a 


1  — sn'2adn2u 
Nach  Gudermann's  Bezeichnung  sind  die  Integrale: 

b 
*  —  £>  elf* ;       A  —  Z>4  (u,  a)  (15) 

Der  Anfang  beider  ist  in  den  Meridian  gelegt,  welcher  die  geo- 
dätische Linie  symmetrisch  teilt,  also  in  das  Maximum  der  Breite. 

Im  Durchschnitt  des  Aequators,  ß  =  0,  wird  u  =  JT,  daher 

b 
#  —  ££;     X  =  jrel'a  —  (£-£)«  (16) 

Sind  nun  Länge  und  Breite  Xt  und  &  des  Anfangs  eines  geo- 
dätischen Bogens  * — sx  und  das  Azimut  &t  seiner  Anfangstangente 
gegeben,  so  hat  man  nach  Gl.  (12)  (11): 

I  /l  —  c*  sin»  ßt  —  sin2  frt  cos2  ß' 

r         1—  t^+B^COS^iCOS2/?! 

,       W     (l-g)(l-£28in2fl  *  (17) 

""  ^  1— «8+«8COS8d1COS2ft 

Ist  ferner  die  Breite  ß  des  Endpunkts  gegeben,  so  sind 

*  . 


snc 


tt  =  7sin/J,      dn'a  — « 
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also  der  Modal  h  and  die  Argumente  u  und  o  bekannt,  folglich  nach 
den  61.  (15)  a  und  A,  woraus  dann  der  Bogen  • — et  und  die  Lfingen- 
differenz  X  —  ^  gefunden  wird,  wie  es  die  anfängliche  Aufgabe  förderte. 

§.  4.    Ausdruck  in  Thetafunctionen. 

Die  hier  eingeführten  Reihenausdrücke  sind: 

Stv  —  l-J-2gco82u-J-2^cos4w-|-... 
0t>  =  1  —  2gcos2t>-f-2g*COB4w  — ... 

HLv  ■=»  2g»  (cos  t> -f- g*  COS  3t>-f-26c08  &*+•••) 
Hv  «-  2gi(sint> —  g*sin3t>-|-g6Bin5t>— .•») 

Um  zuerst  den  Modul  g  zu  bestimmen,  hat  man: 
l-j/ V       00-00  _4g+4g»  +  ... 

i+yV  "  00+00      2+4g*+...  ~  ^t1-^- -J 

Nach  Bessel  ist 

log  b  =  8,9122052  — 10 ;       log  V  T^i?  —  9,9985458  — 10 

Nehmen  wir  für  h  seinen  grössten  Wert  e,  so  ist  der  Hauptwert  von  q 
11— yfZTp      1  l  —  Vr^l1 t« 

2  i+yfzr?    2(i4-yrzi"?)*    2(i+V1=^^i+yi^^ 

dies  gibt: 

logg  — 6,6217437  — 10 

logg-*  _  13,4869748 

folglich  kann  man  bei  einer  Rechnung  bis  auf  13  Decimalstellen  die 
4to  Potenz  von  g  vernachlässigen  und  schreiben: 

__11  —  JV       & 

2  —  21+y*' "  2(i+y*')f(i+*')  (18) 

Ebenso  lftsst  sich  das  Argument  finden.    Man  hat: 

6«*— 0o      dnw—  yic'  ÄtA 

2* cos 2v  =  e^+ei -  dn*+y*' ;   WOtt  =  ^° 

oder 

1-f  V*'da«-y*' 


daher 


dnu— l' 
l+C08  2t,-2(1_Vfc,)(dnB+yjfe/) 

1-C08  2«,  -  gV^.y^dnl+Vfc') 


(20) 


auf  gmtititekt  Strttken  und    Winkel. 

■   *        gyt'Vdim— i-'Vl  — dn» 

BmA'-    a-y**)(to.+y*') 

_  2yfc'(i-j-y*')(i+fc')8imcn. 

~  (dnt.+ y*')  yänH^yr+di 

Dm  eine  genügend  starke  Convergenz  der  Theta-Rol 
rechnnng  von  a  zn  baben,  sind  2  Formeln  ftufzuatellet 
Falle,  wo 

«  <  oder  >  }  JE* 
iiL    Setzt  nun 

■  —  Wo»     *— •  — ra^> 


so  hat  man  nach  den  61.  (14): 

9.4 
8* 

dm.      d»'-        yy 

~  Vi'       yjt'cn'o       cosß0 

8^s 

du.'(Ä'-n)          dn'(X'— «) 

yt'       "  yt'cn'(Ä'— o 

i 

y  fc'sn'a 

»y 

6 

Beide  Werte  werden  einander  gleich 

fllr 

sin  Po  =  «; 
Dem  entspricht 

?-.    RK' 

-jlOg- 

Für  i  —  t *  aber  ist 

log4  —  4,4447104  — 10 
log  g-*  —  16,665  8868 

daher  der  Term  (g'+g6)  in  16ter  Decimalstelle  noch  nie 
Ans  der  Gleichung  dn'«  =  t  erbalt  man : 

(i'an'ocn'o rt— j^aa'*a ia'nlW --  k'*m'uc 


k>  *» 


l  schreiben  kau: 
VBa 


-v= 


Dies  zeigt,  dass  beständig  o  mit  i,  also  mit  jS0  wachst 
nun  also  sinft,  von  t  an,  so  erhobt  sieb  die  Convergenz 
Beine,  vermehrt  man  ß,,  so  nimmt  K"—a  ab,  niui  die  ; 
eonvergirt  starker. 


n 
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Mit  Weglassung    der  dritten   und  folgenden   Terme  in  beiden 
Fällen  erhält  man  also  für  sinft,  ^  n 


o  o*         V*' — C08ft> 

2gcos2g  =  %,+  C08g;  (24) 


und  für  sin/J0  >  $: 


2«C082i3=fyfy  <25> 

and  zwar  ist 


oder 


«- WO -@  log  £-*)•,*> 

«  =  f  (1  +  2«)»  =  Q  log  i  — «)  (1+ 2«)*  (26) 

Nachdem  nun  q,  v,  g,  9  bekannt  sind ,  gehen  die  Ausdrücke  (15) 
Über  in 

b   (B'v     H."o  \ 

»  =  PöUr-  -Hy)  <27> 


1  iH^        I     »'in,  *<»-<> 

A  =  *  Äjip  +  2 ,og  ä(ü+i£j 


(28) 


Entwickelt  man  in  Reihen,  so  kommt: 

^"■"~T+7  --d+8«») 

iff/g  _  _  .8ing+3g»8in3»E 
ITA  ~~      *C08«J:+9*C08  3^ 

=  -»tg*  (1+S^-glJ^ -^^jj 
—  —  »tgtfjl+83»«»»*} 

Die  übrigen  Transformationen  sind  einfach-,  man  findet: 


auf  geodälüche  Strecken  und   Winkel. 


+  arctg 
1_„M 


_g(e3C_(--ät)  Bin  2» 
;1  — g(e«+e-«)cos2t> 


83 
(30) 

i.fc<«) 


(e-M_o»1M)8in2o       /fc      .    a  —   \ 

+"»n1i(e-».j:,.^)M.2.  ^'i-A>'j 

§.  6.    Messung  des  Meridians. 
Ist  #0  —  °i  90  «^  (*o  =  R>  daher 

(si;        |J  —  coamu 
Setzt  mau  siujj  «=  «sinß,  so  hat  Gl.  (21)  die  Form: 
Crinjg 


8in2f  - 


und  GL  (29): 


cos  Ijtyfc'+cositfVcos  ij  +  fc' 

(  a  j_     Bain2t'    \ 
-«V^  +  l-Jacoifa) 


Die  Comtanten  haben  folgende  Werte : 
h  —  t  —  0,08169683 
k'  =  0,9966572 
V#  -  0,9983272 
q  —  0,0004185465 
=  0,! 


B  =  0,001671387 
C  =  2^18977 


logt -8,9122052  — 10 
logt'— 9,9985458  — 10 
logyjf—  9,9992729  —  10 
logg  =  6,6217437  — 10 
log^=  9,9992738  -10 
logß- 7,2230769  —  10 
log  C=  0.4SO0915 


/ 
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V. 


Ueber  den  Schwerpunkt  der  gemeinschaftlichen 

Punkte  zweier  Curven. 


Von 


B.  S  p  o  r  e  r. 


oder 


I. 
Die  Gleichungen  zweier  algebraischer  Curven  Cm  und  Cn  seien: 

C»  «  axm-\-(by  +  c)xm-1-\-(dyi  +  ey-\-f)x'n-*-\-...  —  0 
C»  =  ap»  -f  (bxy  +  cs)  a;--1  +  (diy* -f ety +ft)  x»~* + . . .  —  0. 


Eliminiren  wir  hieraus  ar,  so  erhalten  wir  für  die  Ordinaten  der  mn 
Schnittpunkte  beider  Curven  die  Gleichung: 


a    by-\-c    <*ya-|-ey+/ 

0        a  by-\-c  rfy2+cy+/ 

0        0  a  by+c        dy*+ey+f 


<h  b\V+Ci  <hy%+eiV+fi 

biy+<hi        diV  +  W+fi 


a 


a* 


(m) 


.(n) 


0 


Entwickeln  wir  diese  Gleichung,  so  finden  wir,  dass  die  Coeffi- 
cienten  der  beiden  höchsten  Potenzen  von  y  in  jedem  der  (mn)2 
Glieder  der  Determinante  nur  abhängig  sind  von  den  Coefficienten 
der  Glieder,  deren  Grad  in  den  Unbekannten  in  den  Gleichungen 
Cm  und  C*  gleich  m  oder  gleich  m — 1  resp.  —  n  oder  gleich  n — 1 


gemeinschaftlichen  Punkte  zweier  Curven.  §5 

ist   Daraus  können  wir  schliessen,  dass  die  Form  der  Gleichung  der 
Ordinalen  der  gemeinschaftlichen  Punkte  der  beiden  Curven 

ist,  wo  /)  und  q  nur  von  den  erwähnten  Gliedern  der  Gleichungen 
der  Curven  abhängig  sind  und  wo  <p(y)  vom  Grade  (m-f-n  —  2)  ist. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  die  algebraische  Summe  der  Wur- 
zeln der  Gleichung  der  y  gleich wird,  so  finden  wir,  dass   die 

P 

Ordinate  des  Schwerpunkts  der  Schnittpunkte  von  C(m)  und  C* 

= «_ 

mnp 

wird.    Da  für  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  die  gleichen  Schluss- 
folgerungen giltig  sind,  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  Lage  des  Schwerpunktes  der  gemeinsamen  Punkte  zweier 
Curven  Cm  und  C»  ist  nur  abhängig  von  denjenigen  Gliedern  der 
Gleichungen  beider  Curven,  deren  Grad  in  den  Unbekannten  gleich 
oder  um  eine  Einheit  kleiner  ist  als  die  Ordnung  der  Curven  Cm 
und  C* 

Sind  ferner  er,,  a*...«*,  und  «/,  er/. ..«*'  die  Asymptoten  der 
beiden  Curven,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  derselben  auf  die 
Formen 

Cm  —  «j .  0, . ..  aw+/(aj,y)  —  0 
C»  -  «/.o^..  «/+/'(*,  y)  -  0 

bringen,   wo  /(#,y)  und  f'fay)  vom   (»»— 2)ten  resp.   (n  — 2)ten 
Grade  sind. 

Bedenken  wir  nun,  dass  die  Asymptoten  der  Curven  fest  bleiben, 
wenn  die  Functionen  /(x,y)  und  /'(ar,y)  sich  irgendwie  ändern,  so 
finden  wir,  dass  der  Schwerpunkt  der  gemeinsamen  Punkte  von  Cm 
und  C*  identisch  ist  mit  dem  Schwerpunkt  der  Curven  «t .  at ...  am  «0 
und  ff}'. «,'... «»' =0  oder  mit  andern  Worten  es  ergiebt  sich  uns 
der  Satz: 

Die  Schnittpunkte  zweier  algebraischen  Curven  haben  denselben 
Punkt  zum  Schwerpunkt  wie  die  Punkte,  welche  die  Asymptoten  der 
einen  Curve  mit  den  Asymptoten  der  andern  Curve  gemein  haben. 
Bleiben  also  die  Asymptoten  zweier  Curven  fest,  so  ändert  der 
Schwerpunkt  der  gemeinschaftlichen  Punkte  der  beiden  Curven  sich 
nicht,  wenn  die  Curven  selbst  sich  ändern. 


7 
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Von  diesem  Satze  nuii,  der  unseres  Wissens  noch  unbekannt  ist, 
sei  es  uns  gestattet,  in  folgendem  einige  Folgerungen  zu  ziehen,  welche 
zwar  an  und  für  sich  wenig  neues  liefern  werden,  deren  Ableitung 
jedoch  immerhin  von  Interesse  sein  dürfte. 

IL 

Zunächst  sei  eine  der  beiden  Curven  eine  gerade  Linie,  so  geht 
der  Satz  in  folgenden  über. 

Die  Schnittpunkte  einer  geraden  Linie  mit  einer  Curve  C*  haben 
denselben  Schwerpunkt  wie  die  Punkte,  welche  die  Linie  mit  den 
Asymptoten  der  Curve  gemein  hat,  oder:  Die  algebraische  Summe 
der  Abschnitte  auf  einer  Linie  zwischen  den  Punkten  einer  Curve 
und  deren  Asymptoten  ist  gleich  Null. 

Ein  specieller  Fall  ist  der  bekannte  Satz  über  die  Hyperbelsccante. 

b)  Sind  von  einer  Curve  C3  drei  Asymptoten  gegeben  und  soll 
die  Curve  überdies  noch  durch  zwei  Punkte  A  und  B  gehen,  so  folgt  aus 

a)  sofort,  dass  sie  noch  durch  einen  3ten  Punkt  auf  AB  gehen 
muss  oder  auch: 

Haben  zwei  Curven  3ter  Ordnung  dieselben  Asymptoten,  so 
liegen  die  übrigen  3  Schnittpunkte  derselben  auf  einer  geraden  Linie 
Ein  specieller  Fall  davon  lautet: 

Die  3  Schnittpunkte,  in  welchem  die  Asymptoten  von  C*  die 
Curve  C3  im  endlichen  treffen,  liegen  in  gerader  Linie. 

Berücksichtigen  wir,  dass  die  Berührungspunkte  der  Asymptoten 
in  einer  geraden  Linie  —  der  unendlich  fernen  —  liegen,  so  folgt 
hieraus  sofort  durch  Protection  die  Theorie  der  Begleiterin  einer 
geraden  Linie  in  bezug  auf  eine  Curve  C3. 

c)  Bei  einer  Wendetangente  ist  der  Wendepunkt,  bei  einer 
Rückkehrtangente  der  Rückkehrpunkt  und  bei  einer  Tangente  in  einem 
Doppelpunkte  der  Doppelpunkt  einer  Curve  C3  stets  der  Schwerpunkt 
der  3  Punkte,  welche  die  betreffende  Tangente  mit  den  3  Asymptoten 
gemein  hat. 

d)  Hat  ferner  eine  Curve  C3  zwei  feste  Asymptoten  und  geht 
dieselbe  durch  3  feste  Punkte  einer  geraden  Linie,  so  dreht  sich  die 
3te  Asymptote  der  Curve  um  einen  festen  Punkt  auf  der  Linie  der 
3  festen  Punkte,  wenn  Cz  sich  ändert. 

Analoge  Sätze  wie  b)— d)  gelten  bei  Curven  höherer  als  der 
3ten  Ordnung. 


L* 
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c)  Bewegt  sieb  eine  gerade  Linie  parallel  mit  sieb  selbst,  so  ist 
der  Ort  des  Schwerpunkts  der  Punkte  dieser  Linie,  welche  dieselbe 
mit  n  festen  Linien  gemein  hat,  stets  eine  gerade  Linie.  Daraus 
folgt  sofort  der  Satz: 

Wird  eine  gerade  Linie  parallel  mit  sieb  selbst  verschoben,  so 
bewegt  sieb  der  Schwerpunkt  der  Punkte,  die  sie  in  ihren  Lagen  mit 
einer  Curve  O  gemein  hat,  anfeiner  geraden  Linie.  Joder  Richtung 
ist  in  bezng  auf  eine  Curve  C"  somit  eine  solche  gerade  Linie  — 
Durchmesser  der  Gnrve  genannt  —  conjngirt  nnd  xu  jedem  solchen 
Durchmesser  gehört  eine  Richtung. 

f)  Ist  ABC  das  Asymptotendreieck  einer  Curve  C'*,  D  oiu  be- 
liebiger Punkt  anf  HC,  nnd  verlängern  wir  nun  AD  nach  K,  doss 
AE  —  2AD  wird ,  so  ist  der  Ort  von  /■.'  eine  gerade  Linie.  Ziehen 
wir  ferner  HE  nnd  CR,  so  schneiden  diese  Linien  die  Seiten  AC  und 
AB  iu  den  Punkten  x  und  y  eines  Durchmessers.  Ziehen  wir  näm- 
lich durch  x  und  y  parallele  Linien  mit  AD,  so  orgiubt  sich  uns 
sofort,  dass  x  nnd  y  die  Schwerpunkte  der  3  Punkte  sind,  in  welchen 
diese  Linien  die  Seiten  des  Asymptotendreiecks  treffen.  Dies  giebt 
uns  den  Satz- 

Die  Durchmesser  einer  Curve  C3  sc) 
totendreiecks  in  projeetivischeu  Punktre 
einer  Curve  C3  umhüllen  einen  Kegelst 
Aiymptotendreiecks  in  den  Seitenmitten 

Analog  finden  wir  für  die  Curve  C 

Die  Durchmesser  einer  Curve  C 
{■— l)ten  Ordnung,  welche  die  Asymp 

g)  Zu  jedem  Punkte  gehören  so 
Curve  C1,  welche  durch  diesen  Pnnkt  | 
welche  sich  von  dem  Punkt  an  den  K 
Daraus  können  wir  umgekehrt  schlics 
zwei  Linien  geben,  ffir  welche  der  Pnt 
sanien  Punkte  der  Linie  mit  C  ist  I 
liefert  die  zu  den  vorigen  Satze  gehör! 

Dreht  sich  ferner  eine  gerade  Liu 
so  bewegt  sich  der  Schwerpunkt  d<T  3 
sie  mit  3  gerades  Link-n  gemein  hat,  i 
C,*,  welche  in  P  einen  DopprlpQnkt  b 
den  Seiten  des  Drei*rck=  d«r  festen  Lini 
PAaiMBcfcV  "■■■■11  «et  fette»  Dreieck 
and  die  Seite«  des  letzten  verhaften  airf 


r 
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Daraus  folgt  sofort  ein  analoger  Sata,  wenn  an  Stelle  von  3  ge- 
raden Linien  eine  Curve  C1  tritt 

1  Liegt  P  ausserhalb  K*,  so  hat  die  Curve  C,s  einen  eigentlichen 

Doppelpunkt,  liegt  P  auf  der  Curve,  so  ist  P  Rückkehrpunkt,  und 
liegt  P  innerhalb,  so  ist  P  ein  isolirter  Punkt  von  (\*. 

Liegt  P  auf  einor  ÄBymptote,  so  zerfallt  C,s  in   die  Asymptote 
und  einen  Kegelschnitt,  fallt  P  mit  dem  Schnittpunkt  zweier  Asymp- 
mmen,  so  zerfällt  C',3  in  eine  gerade  Linie  und  die  Asymp- 
•h  P. 

ige  Satze  gelten  Aber  Cnrven  höherer  Ordnung. 


ne  der  algebraischen  Cnrven  ein  Kreis,  so  kann  der  Haupt- 
olgt  ausgesprochen  werden,  wenn  wir  bedenken,  dass  Kreise 
Iben  Mittelpunkt  auch  dieselben  (imag.)  Asymptoten  besitzen : 

,age  des  Schwerpunkts  der  gemeinschaftlichen  Punkte  eines 
*  und  einer  Cnrve  C  ist  nur  abhängig  von  der  Lage  des 
rtes  von  K '  and  von  der  Lage  der  Asymptoten  von  C", 
ante  Schwerpunkt  bleibt  also  fest  der  Halbmesser  des  Kreises 
urveo  C"  mögen  sich  andern  wie  sie  wollen,  wenn  nur  der 
it.  von  Ä*  und  die  Asymptoten  von  C»  fest  bleiben. 

r  Satz   nun  gestattet  einige  interessante  Anwendungen  in 


i  z.  B.  auf  einer  Axe  eines  Kegelschnitts  irgend  ei»  Punkt 
and  ist  verlangt,  man  soll  von  diesem  Punkte  aus  die  zwei 
anf  den  Kegelschnitt  fallen,  welche  mit  der  Axe  nicht  ro- 
llen ,  so  haben  wir  nur  um  diesen  Punkt  einen  Kreis  zu 
m,  welcher  den  Kegelschnitt  in  4  Punkten  schneidet,  welche 
als  reell  voraussetzen  können,  falls  die  Aufgabe  Oberhaupt 
inngen  zulässt,  und  die  Mitten  zweier,  nichtparalleler  Uegen- 
s  Vierecks  dieser  Punkte  zu  verbinden,  so  durchschneidet 
lindungslinie  den  Kegelschnitt  in  den  gesuchten  Fusspnnkten. 

x*+y*-2pX-2qy  +  r  =  Q 

SV+aV— o»ft»  =  0 

er  die  Gleichungen  eines  Kreises  und  eines  Kegelschnitte, 
n  wir  für  die  Coordinaton  des  Schwerpunkts  der  4  gemoin- 
in  Punkte  der  Cnrven  die  Werte: 
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i 

Aas  diesen  Gleichungen  folgen  sofort  die  Relationen 

*+?-!   ünd    t £.*. 

woraus  sich  mit  Hilfe  conjngirter  Durchmesser  der  Schwerpunkt 
construiren  lässt,  falls  es  keinen  Kreis  giebt,  der  den  Kegelschnitt 
in  4  reellen  Punkten  schneidet. 

c)  Aus  den  in  b)  angegebenen  Werten  für  die  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  lässt  sich  eine  einfache  Construction  des  Krümmungs- 
mittelpunkts  für  einen  Punkt  A  auf  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  ab- 
leiten. Zunächst  finden  wir,  dass  wenn  wir  den  Mittelpunkt  M  des 
Kreises  sich  auf  einer  geraden  Linie  bewegen  lassen ,  dass  alsdann 
der  Schwerpunkt  S  der  4  gemeinsamen  Punkto  beider  Curven  sich 
ebenfalls  auf  einer  geraden  Linie  bewegt.  Liegt  also  der  Mittelpunkt 
M  des  Kreises  auf  der  Normale  des  Kegelschnitts,  so  ist  der  Ort  von 
8  eine  gerade  Linie.  Nun  lässt  sich  jedoch  für  zwei  Punkte  der 
Normale  als  Mittelpunkte  des  Kreises  die  zugehörige  Lage  des  Punk- 
tes S  sofort  bestimmen,  nämlich  für  die  Punkte  B  und  C,  in  welchen 
die  Normale  die  Axen  OB  und  OC  des  Kegelschnitts  durchschneidet. 
Die  Punkte  S1  und  S^  die  zu  diesen  Punkten  B  und  C  gehören, 
sind  nämlich  du  Fusspunkte  der  Lote  von  A  auf  die  zAxen  OB 
lud  OC. 

Schneidet  nun  der  Krflmmungskreis  in  A  den  Kegelschnitt  über- 
dies noch  in  2),  so  muss  nun  der  Schwerpunkt  S  der  vier  gemein- 
schaftlichen Punkte  des  Kreises  jmit  dem  Kegelschnitt  auf  S1S2  und 
auf  AD  liegen,  und  es  muss  AS:  SD  »1:3  sich  verhalten.  Ziehen 
wir  ferner  durch  D  eine  Parallele  zu  S& ,  so  schneidet  diese  den 
Kegelschnitt  noch  einmal  in  einem  Punkte  E,  der  mit  A  und  O  auf 
einer  geraden  Linie  liegt,  wie  sich  sofort  ergiebt.  Daraus  ergiebt 
sich  uns  folgende  Construction  dos  Punktes  D. 

Von  A  fälle  man  auf  die  Axen  des  Kegelschnitts  die  Lote  ASj 
und  ASf,  ziehe  durch  A,  AF\  S1S2^  verbinde  den  2ten  Schnittpunkt 
F  von  AF  mit  dem  Kegelschnitt  mit  dem  Kegelschnittmittelpunkt  0, 
w  ist  der  2  te  Schnittpunkt  von  OF  mit  dem  Kegelschnitt  der  gesuchte 
Punkt  D. 

d)  Ist  der  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  finden  wir,  dass  für  diesen 
Fall  der  Schwerpunkt  der  gemeinsamen  Punkte  eines  Kreises  und 
der  Paiftbel  stets  auf  der  Axe  der  ParaK"  Mgt  auf 


w 
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analoge  Weise,  dass  fttr  diesen  Fall  die  Linie  AD  durch  die  Parabel- 
axe  im  Verbältniss  von  1:3  geteilt  wird. 

e)  Irgend  einer  Parabel  sei  ferner  ein  gleichseitiges  Dreieck 
ABC  einbeschrieben.  Um  den  Mittelpunkt  M  desselben  sei  durch 
die  Ecken  ein  Kreis  beschrieben,  welcher  die  Parabel  zum  vierton 
Male  in  D  trifft  Für  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  der  Punkte 
A,  2*,  C  und  D  ergiebt  sich,  wenn 

y2  =»  2px 
**+?*—  2aa  -  2by  +  c  —  0 

die  Gleichungen  der  Parabel  und  des  Kreises  sind: 

i  =  (a  -  p)        q  =  0 

Da  der  Schwerpunkt  der  3  Punkte  A,  B,  C  mit  dem  Mittelpunkt  M 
des  Kreises  zusammenfällt,  liegt  der  Schwerpunkt  der  4  Punkte 
A,  B,  C,  D  auf  MD.  Schneidet  also  MD  die  Parabelaxe  in  22,  so 
muss  also  E  der  gesuchte  Schwerpunkt  sein,  d.  h.  es  muss  ED  =•  3EM 
sein.  Fällen  wir  nun  von  M  und  D  die  Lote  MF  und  DG  auf  die 
Parabelaxe,  so  ist,  wenn  S  der  Scheitel  der  Parabel  ist: 

SD  —  o  —  4p 

SD+4p  —  a  =  SF 

und 

DG       1    , 

MF--T-  =  il/21>(a-4ji) 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber  sofort,  dass,  bei  veränderlicher 
Lage  des  Punktes  D,  M  sich  ebenfalls  auf  einer  Parabel  befindet, 
d.  h.  wir  erhalten  den  Satz: 

Die  Schwerpunkte  aller  gleichseitigen  Dreiecke,  die  sich  einer 
Parabel  einbeschreiben  lassen,  liegen  auf  einer  Parabel. 

f)  Wird  ferner  irgend  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  ABC  einbeschrieben,  so  liegt  der  Schwerpunkt  M 
des  Dreiecks  ebenfalls  auf  der  Hyperbel.  Da  nun  die  Coordinaten 
des  Schwerpunkts  der  4  Punkte  eines  Kreises  und  einer  gleichseitigen 

Hyperbel  nach  b)  die  Werte  5  =  o  und  rj  =»  |  haben,  so  folgt  sofort, 

dass  ein  Kreis,  der  um  M  durch  die  Ecken  des  gleichseitigen  Dreiecks 
beschrieben  wird,  durch  den  andern  Endpunkt  des  durch  M  gehenden 
Durchmessers  gehen  muss.    Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Beschreibt  man  um  einen  Punkt  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
mit  der  Länge  des  zu  diesem  Punkte  gehörigen  Durchmessers  einen 


gememsckqftiicken  Punkte  zweier  CWree*.  91 

Kreis,  so  bestimmt  dieser  Kreis  ausser  dem  andern  Endpunkte  des 
Durchmessers  noch  drei  Punkte  der  Hyperbel,  welche  die  Ecken  eines 
gleichseitigen  Dreiecks  sind. 

Wir  wollen  noch  hinzufügen,  dass  anknüpfend  an  die  Betrach- 
tung in  c)  sich  die  Aufgabe:  Von  einem  Punkt  sollen  die  Normalen 
auf  einen  Kegelschnitt  (mit  Mittelpunkt)  gefällt  werden  —  auf  folgende 
zurückfuhren  lässt: 

Durch  einen  Punkt  soll  eine  Linie  zwischen  die  Axen  eines 
Kegelschnitts  so  hinein  gelegt  werden,  dass  sie  durch  den  Kegelschnitt 
gehaltet  wird,  woraus  sich  sofort  ergiebt,  dass  die  Fusspunkte  der 
Normalen  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel  liegen. 

Zum  Schluss  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  sich,  wie  für  den 
Kreis  und  die  Kegelschnitte,  auch  in  bezug  auf  die  gemeinsamen 
Punkte  zweier  andern  Curven  Sätze  entwickeln  lassen.  So  erhalten 
wir  z.  B.  für  einen  Kreis  und  eine  Neil'sche  Parabel  den  Satz: 

Der  Schwerpunkt  der  sechs  Punkte  einer  NeiPschen  Parabel  und 
eines  Kreises  liegt  auf  einer  festen  geraden  Linie  senkrecht  zur  Axe 
der  Parabel. 

Weingarten  (Würtemberg),  im  Mai  1885. 
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VI. 

iir  Theorie  der  kubischen  Glcichungei 

Von 

Emil   Oeklnghaus. 


'  skizzircn  im  Nachfolgenden  eine  einfache  Methode  der  Auf- 
Jieser  Gleich nugen,  welche  sich  auf  eine  symmetrische  Wurzel- 
gründet nnd  im  Allgemeinen  den  Gang   innehält,   welchen 
>n  früher  für  den  4.  Grad  befolgt  haben. 

Gleichung  dritten  Grades 

*»— <w*+&e— e  —  0 

vir  vermittelst  der  Substitution 

miren.  Wir  werden  diese  Function  auf  die 
und  eine  Gleichung  für  y  aufstellen,  derei 
hnng   in   einfachem,  durch   2)   vermittelte 

2.  Potenz  von  2)  gibt 

V-tV+vV+^i' 

3.  Potenz  liefert 


*l**8+V*J*s')+6V«,*J*J 


,'(Vf— 'v*j 


k> 


für  y  erhalten,  welcher 

Kubikwurzeln  der  a^avs 
iufühmng  der  Belatron 


ig  erforderlich.  Letztere 
%t  $  die  reciprokenWnr- 
ichung  wie  die  obige  zn 

werden  und  lautet 


oder 
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Aus  beiden  folgt 

(y  —  a)V*  =  -  — b. 

Durch  Elimination  von  «  ans  den  beiden  letzten  Relationen  er- 
halten wir  die  gesuchte  kubische  Gleichung 

8)    y3_3(a.|.6^  c)  j,t_|_3(9y  ci+Sa{f  <?+<»*— 9%— (a— 3^  *)*  -  0. 

Wenden  wir  auf  diese  dasselbe  Schlussverfahren  an,  wie  dies 
vorher  für  die  Hauptgleichung  geschehen  ist,  setzen  also 

so  resultirt  die  einfache  Gleichung 

y'»  —  27ay'»  +27V—  278<?  =  0, 

&)'-*(Q*+4)— * 

welche  mit  1)  in  Uebereinstimmung  ist,  wenn 

27  *'-* 

gesetzt  wird. 

Daher  folgt  auch 

9)  Vy+Vy*+Vy8-3vV 

Die  Ergebnisse  lassen  sich  wie  folgt  zusammenfassen: 

Mit  jeder  kubischen  Gleichung 

ä8— ax*-\-bx — c  =0 
ist  eine  zweite 

verknüpft,  deren  Wurzeln  durch  die  Relationen 


Vy  —  y*i+V**+V*s 
3y  «1  —  Vyi+Vyj+Vyt 


verbunden  sind. 


Hat  man  die  Wurzel  der  transformirten  Gleichung  bestimmt,  so 
ist  auch  eine  Wurzel  der  Hauptgleichung  bekannt 

Verschwindet  das  Absolutglied  der  transformirten,   so  reducirt 
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;  auf  eine  quadratische,  deren  Wurzeln,  in  die  letzte 
die  gesucht«  der  Hanptgleichnng  liefern. 

jmerkung  ergibt  sich  die  Auflösung  der  Gleichung 

X*— AX*+BX-  C  —  0, 

Ast  X=*x — ■  variiren  und  die  Reducente  a3  —  27c 

lleichnng  fahrt  auf 

+(3**4-24*+ C>— (i*+Am*  +  B*+C)  —  0. 

t2+J*)S  =  27<*s+J4*,+  £*-f-C) 
le  Unbekannte 

_  A3  —  Z7A 
*—       %A*—$B)' 
für  y  wird 
•— 9(3*+4)y+9MJ  -  3B)  -  a 

3V*=Vfc+V«t 

„-X+, 


sj/il 


'  noch  die  Wurzeln  y,;/,  zn  bestimmen.    Sie  lind 
13) 

2iA*—  SB) 
zel  der  Gleichung 


7H-3V3<— a*f+4VH-27c'+4*J— lfafa 
ltK«*- 36) 
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und  kann  durch  einfache  Umwandlung  auf  die  Form  gebracht  wer-* 
den,  welche  in  der  Theorie  bekannt  ist. 

Im  Ansehluss  an  das  Vorige  wollen  wir  noch  einige  symmetrische 
Gleichungssysteme  für  die  biquadratischen  Gleichungen  aufstellen, 
welche  sich  auf  die  Wurzeltypen  ihrer  Resolventen  beziehen. 

Es  liege  demnach  vor  die  Gleichung 

x* —  am*-\-bx* —  cx-{-d  —  0. 
Die  Resolvente  Ar  den  Wurzeltypus 

ist  bekanntlich 

Führen  wir  nun  ein 

B  S  •  • 

so  würde  analog  dem  früheren  die  Gleichung  für  y 

ys-3(H-6V  (a*d—Ud+c*))y*—  ...  —  (ä— 3  V  (a*d— 4bd+c*))  =  0 

sein.    Ist  nun  ihr  Absolutglied  =  Null,  so  verschwindet  auch  die 
Wurzel  y,  weshalb  für  jede  biquadratische  Gleichung  die  Relation 

» » 1 

besteht,  wenn  die  Constanten  der  Bedingung  genügen 

In  ähnlicher  Art  können  die  übrigen  bekannten  Resolventen  ver- 
wertet werden. 

Ein  anderer  Weg,  symmetrische  Functionen  zu  erhalten,  die  frei 
sind  von  Bedingsgieichungen,  ist  der  nachfolgende: 

In  der  Hauptgleichung  sei  e  und  also  eine  Wurzel  x  =  0. 

Die  transformirte  wird  dann 

y»—  3ay*  +  3(a»-9%—  a»  -  0, 

Die  Gleichung  kann  auf  die  Form 

(y— a)»  =  27*y 
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Setzen  wir 

y  —  a  =  z, 
*»— 27  Ja—  27  oA  =  0, 

/*7^+y^+iV-p;  =  0 

ä,  wenn  letztere  Gleichung  anf  die  bekannte  typische 
ird 

<s_pf_9_0 

a  — - 

die  Gleichnngen  die  Relation 

In  wollen  wir  znr  Darstellung  der  oben  erwähnten 
zen. 

ne  Gang  ist  nnn  wie  folgt  vorgezeichnet: 
är  die  Gleichung  4.  Grades 

^-O^-f-Sj*  —  CX  +  rf=0 

Wnrzeltypus 

•  -/(*)■ 
iVurzeln  einer  Resolvente  vom  3.  Grade 
z*  —  Az*+Bz—  C  =  l) 

Einführung  von  z  =  u+  „-  in  einer  redneirten 
u'—Fu—U  =  0 

demnach  auch,  wie  oben  bewiesen,  mit  ihren  War- 
lation 


c^+^+j/^ri-o 


t  aber 

"kp.  2.  KtttM,   T«il  IM. 
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A       *t  x      A 

ist,  so  geht  eine  allgemeine,  auf  sämtliche  Wurzeln  x  der  Haupt- 
gleichung sich  beziehende  Wurzelrelation  von  der  Form 

V/(x)t  +  M+  Vf(*)* + M +  Vf(*h  +  **  -  0 
hervor. 

Da  die  Ableitungen  dieser  Art  leicht  dargestellt  werden  können, 
wollen  wir  die  in  der  Theorie  der  Gleichungen  eine  besondere  Rolle 
spielenden  Wurzeltypen 

%  =»  JCj-f  oj,-—  «3— -a?4, 

s  =»  aijiF, — aj^, 

»  —  («i+*fc)(*,3+*4) 

auswählen   und    deren    symmetrische   Wurzelrelationen   summarisch 
niederschreiben. 

Sie  sind: 

J/T7                  %9      1  (3a»-8*)»~27(aa--4a6+8c)» 
*J/  (*,+**~*3-*4)  -g l*(b*-3ac+12d) ° 

yl/       7  lb*-27(a*d-4bd+c*) 

£V  W^*  *  9       Ä»-3a*+12d  ° 

vi/,  vo  ,  1  (2ac-6H^)3+27(a»<*  -o»)'  ft 

^^  («i+«i)frirK)-  9 ^-3oH-12d =a 

Sie  können  beliebig  fortgesetzt  werden,  da  noch  eine  zahlreiche 
Menge  solcher  Typen  zur  Verfügung  steht 


V 
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vn. 

Ueber  die  Grösse  der  Periode  des  Decimalbruchs 
gleich  l:p,  für  p  gleich  einer  der  ersten 

1500  Primzahlen. 

Von 

F.  Kessler. 


Die  Burckhardt'schen  Factoren tafeln  enthalten  als  Anhang 
zum  ersten  Bande*)  eine  Tabelle,  welche  za  einer  Reihe  von  Prim- 
zahlen p  die  Grösse  der  Periode  P  des  Decimalbruchs  angiebt,  der 

gleich  -  ist.    Wird  diese  Tabelle  bisweilen  gebraucht,  so  möchte  es 

auch  Manchen  erwünscht  sein ,  dieselbe  erweitert  zu  sehen.  Berich- 
tigt zu  werden,  verdient  sie  ohnehin. 

Die  B.  Tabelle  fahrt  nämlich  zunächst  ohne  Unterbrechung  die 
ersten  372  Primzahlen  —  bis  2543  —  auf  und  reicht  mit  22  weiteren 
oder  im  ganzen  mit  394  Primzahlen  bis  zur  1221  ten,  d.  i.  9901 
Zur  Vollständigkeit  müsste  also  bis  dahin  noch  Aber  die  doppelte 
Menge  der  behandelten  Zahlen  eingefügt  werden.  Sodann  finden  sich 
folgende  neun  Fehler.    Es  ist  für  die 

Primzahlen  j>  —911,  1213,  1597,  1831,  1951,  1993,  2311,  2437,  3467 
angeblich  P—450,  1212,  266,  915,  390,  1992,  462,  2436,  3466 
wirklich     P  — 455,    202,    133,    305,    195,    664,    231,  1218,  1733 

Dies  sind  bis  auf  den  ersten  Fehler  keine  Versehen  des  '  Setzers, 
sondern  des  Berechners.    Denn  die  angegebene  Periode  ist  stets  ein 


*)  Table  des  drri§ev»  poer  ton«  les  nombres  da  premier   million  etc.  par 
J.  Chr.  Burckbarät.     Paria  1817,  &  114. 
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Vielfaches  der  wahren,  fünfmal  das  Doppelte,  zweimal  das  Dreifache, 
einmal  das  Sechsfache.  Man  sieht  wie  leicht,  auch  in  welchem  Sinne 
vorzugsweise  hei  solchen  Bestimmungen  geirrt  wird.  Damit  man  nun 
nicht  argwöhne,  dass  der  von  mir  berechnete,  hier  jedoch  nur  aus- 
zugsweise darstellbare  Gang  dieser  Function  in  gleichem  Grade  un- 
genau sei  wie  die  B.  Tabelle,  möchte  ich  die  Methode,  nach  der  die 
Periodzahlen  berechnet  und  die  Resultate  controllirt  wurden,  so  ele- 
mentar dies  auch  ist,  beschreiben. 

Soll  die  einer  bestimmten  Primzahl  p  entsprechende  .Periode  P 
gefunden  werden,  so  verzeichnet  man  zunächst  alle  Teiler  von  p — 1 
und  sucht  die  Reste,  welche  die  nämlichen  Potenzen  von  10,  durch 
p  geteilt,  lassen,  bis  man  zum  Rest  Eins  gelangt.  Die  Reste  werden 
bezeichnet  durch  den  eingeklammerten  Exponenten  der  Potenz  von 
10*,  aus  der  sie  geblieben  sind.  Ist  hiernach  (a)  der  Rest  aus  10°, 
{b)  der  Rest  aus  lö6,  so  wird,  wie  bekannt  (a -(-&)>  d.  h.  der  Rest 
aus  10°+*  oder  aus  10«  X  106  gleich  dem  Rest  aus  dem  Producte 
(a)  X  (&)  sein.  Indem  man  also  zwei  Reste  mit  einander  multiplicirt 
oder  einen  Rest  potenzirt  und  von  dem  Producte  wieder  den  Rest 
sucht,  findet  man  aus  Resten  niederer  Potenzen  von  10  solche  von 
höheren.  Analog  kann  man  auch  von  höheren  Resten  zu  niederen 
mittelst  Division  herabgehen,  wozu  indessen  meistens  eine  Zusatz- 
rechnung erfordert  wird ,  deren  Umständlichkeit  diesen  Weg  nicht 
besonders  empfehlenswert  macht  Hat  man  zuletzt  den  Rest  Eins 
erreicht,  so  wird  aber  dessen  Nummer  nur  sicher  die  Periodzahl  P 
sein,  wenn  man  unterwegs  keinen  Rest,  dessen  Nummer  ein  Teiler 
jener  ist,  übergangen  hat. 

Die  Rechnungen  kürzen  sich  etwas,  wenn  man  nur  solche  Reste 
unmittelbar  benutzt,  die  kleiner  als  ip  sind,  grössere  aber  von  p 
substrahirt  und  die  erlangte  Differenz,  negativ  genommen,  anstatt 
jener  einsetzt  Bei  genauer  Beachtung  der  Vorzeichen  bietet  dieses 
Verfahren  noch  einen  besonderen  Vorteil,  wenn  p  von  der  Form 
6n-}-l  ist,  also  Reihen  von  Teilern  der  Form  a,  2a,  4a,  ...,3a,  6a, 
12a,  ...,  mindestens  zwei  Glieder  jeder  Reihe  vorhanden  sind.  Auch 
wenn  alsdann  P  in  der  zweiten  Reihe  liegt,  so  genügt  es  doch,  nur 
die  der  ersten  Reihe  entsprechenden  Reste  zu  berechnen.  Denn  es 
muss  in  diesem  Falle,  wie  sich  leicht  allgemein  zeigen  lässt,  ent- 
weder, unter  (a)  den  ersten  Rest  der  ersten  Reihe  verstanden, 
bei  dem  ersten  Quadriren  (2a) =  — (a) —  1  werden:  dann  istP=3a; 
oder  man  erhält,  unter  (a)  irgend  einen  Rest  der  ersten  Reihe 
verstanden,  einmal  (2a)  «  (a)  —  1:  demgemäss  P=  6a.  Dies  möge 
an  der  für  die  B.  Tabelle  unrichtig  berechneten,  der  Zahl  p  =  2311 
prechenden  Periodzahl  erläutert  werden .    Teiler  von  p  —  1  sind 


•  > 

* 


V 

\ 
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2310    770       330    110        210    70    j    30     10 
1155    385        165      55        105    35    ;    15       5 


462    154  66      22  42    14  6       2 

231       77  33    ;  11  21       7  3       1 

Unter  diesen  dürfen  die  rechts  abgesperrten  unberücksichtigt 
bleiben,  da  man  die  entsprechenden  um  Eins  verminderten  Potenzen 
von  10  schon  in  Primfactoren  zerlegt  hat,  und  keiuer  derselben  gleich 
dem  gegebenen  p  ist  Man  findet  also  (8)  =>  -f  717,  (17)  «  —  97, 
(35)  «  _  66i  9  (70)  =  -(- 142,  womit  vermögo  des  obeu  erwähnten 
Satzes  auch  die  Dreifachen  (105),  (210)  erledigt  sind.  Ferner  führen 
(11)  »  +  279,  (22)  =  -  733,  (44)  *-*  -f  1137,  (55)  =  +  616, 
(HO)  «-f452  zum  Ausschluss  der  Colonue  (33)  bis  (330).  Endlich 
gelangt  man  durch  (70)  X  (7)  auf  (77)  =  —  883,  (154)  «  -f  882. 
Die  beiden  letzten  Gleichungen  genügen  der  Bedingung  (2a)  ~* 
-M— 1,  geben  also  P  =  3  X  77  =  231.  Zur  Coutrollo  liefert 
(55)  X  (2)  den  Rest  (57)  =  +  797,  (115)  —  —  849,  (231)  —  +  1, 
wonach  dieses  Resultat  völlig  gesichert  ist. 

Analog  habe  ich  die  Periodgrössen  berechnet,  welche  den  ersten 
1500  Primzahlen,  also  bis  p  =  12553,  entsprechen,  nachdem  ich  zur 
Abkürzung  der  Hülfsoperationen  zuvörderst  eine  Tafel  der  Quadrate 
der  Grundzahlen  bis  10000  construirt  hatte,  welche  beim  Operiren 
mit  Besten  beiderlei  Vorzeichens  direct  auch  weiter  für  alle  ji<;  20000 
verwendbar  ist.  Da  die  Mitteilung  der  erlangteu  Resultate  jedoch 
den  Raum  vorliegender  Zeitschrift  über  Gebühr  in  ansprach  nehmen 
würde,  so  beschränke  ich  mich  hier  auf  einige  summarische  An- 
gaben,  zunächst   über  die   Verschiedenheit  der  Werte,   welche  der 

Quotient 

p— 1 

innerhalb  des  untersuchten  Bereichs  erlangt.    Bis  zur  1500  ton  Prim- 
zahl wird 

Q«    1,    3,    5,    7,    9,  11,  13,  15,  17,  19,  21,  23,  25,  27 

in    584,  98,  25,  12,  10,    3,    1,    4,    2,    0,    4,    1,    1,    1  Fällen 

Q-    2,      4,    6,    8,  10,  12,  14,  16,  18,  20,  22,  24,  26,  28 

in  438,  106,  70,  23,  21,  15,  11,    5,  11,    2,    1,    3,    1,    2  Fällen 

*)  Die  Hfilase'sche  Tafel  reicht  nur  bif  1000,  die  Jahn'fchcn  TufHn 
geben  freilieh  weiter,  find  aber  sehr  ungenau.  Ho  fand  Ich  in  den  eriten 
10000  Quadraten  46  fehlerhafte,  in  den  Kobikzablen  ergab  eine  H<:ito,  die 
Kuben  der  Zahlen  2660  bis  3009,  also  350  Daten  enthaltend,  hiervon  99 
falsch  mit  im  Gänsen  55  falschen  Ziffern. 


1 
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Ferner  erlangt  Q  je  dreimal  die  Werte  30,  34,  zweimal  36  und 
jo  einmal  einen  der  folgenden 

32,  33,  40,  42,  44,  46,  47,  54,  55,  56,  64,  67,  68,  70,  72,  76,  78, 

82,  84,  90,  92,  98,  101,  110,  118,  130,  140,  146,  172,  177,  399, 

664,  825,  909. 

Ausserdem  wird  Q  unendlich  bei  p  »  2  und  bei  p  =  5. 

Also  wird  Q  ungerade  755  mal,  gerade  743  mal,  unendlich  2  mal. 

Zerlegt  man  die  Reihe  der  ersten   1500   Primzahlen  in    sechs 
kleinere  Gruppen  I  bis  VI  zu  je  250  Zahlen,  so  wird 

Q==   1,      2,     3,     4,     5,    6,    7,    8,    9,   10,  >10  >10,  od 

unge-  ge- 
rade,  rade, 


in  Grp.  I 

99, 

77,  15, 

n 

99, 

69,  14, 

; .  m 

86, 

80,  21, 

1Y 

102, 

65,  14, 

V 

88, 

81,  21, 

VI 

110, 

66,  13, 

14,  4,  12,  3,  2,  3,  3, 

17,  5,  12,  2,  6,  3,  4, 

19,  4,  12,  0,  5,  0,  2, 

20,  4,  13,  5,  4,  1,  4, 
17,  2,  12,  1,  6,  1,  5, 
19,  6,    9,  1,  0,  2,  3, 


4,  12,  2mal 
6,  13.  0- 

5,  16,  0- 

3,  15,  0- 

4,  12,  0- 
4,  17,  0- 


m  ganzeu/584,  438,  98,  106,  25,  70,  12,  23,  10,  21,    26    85,    2mal 

Schliesslich  mögen  diejenigen  Fälle  einzeln  genannt  werden,  in 
denen  die  Periodzahl  relativ  besonders  klein,  sage  P<Q8  ist,  zwar 
mit  Fortlassung  der  Daten,  welche  sich  bereits  in  der  Burkhard t- 
schen  Tabelle  finden. 


V 

P 

V 

2689 

42 

4201 

3061 

204 

4357 

3109 

148 

4483 

3121 

156 

4637 

3187 

177 

4663 

4003 

87 

4789 

4013 

34 

4973 

P 

[p  _ 

.. p ! 

» 

P\ 

'  76 1 

5051  50 

6763  i 161 f 

242 

5171  110, 

7151  j 275! 

249 

5237  77 , 

7253 

74| 

61 

6163 

79 

7669 

284 

222 

6299 

94 

7841 

56 

228 

6397 

78! 

9161 

229 

226 

6481 

270 1 

9613 

267 

p 


U  J  J 


9689 
10037 
10271 
10837 
11071 
11087 
11161 


346 
386 
79 
63 
369 
482 
310 


11311 
11689 
11831 
11969 
12071 
12289 


377 
487 
169 
352 
355 
384 


12517  1149 


Für  solche,  die  specielles  Interesse  an  dem  vorstehenden  Thema 
nehmen  sollten,  habe  ich  ein  vollständiges  Verzeichniss  der  ersten 
1500  p  mit  entsprechenden  P  und  Q  autographisch  vervielfältigen 
lassen  und  erkläre  mich  bereit,  derartige  Exemplare  auf  Verlangen 
gratis  und  franco  zu  versenden. 

Februar  1885.  Dr.  F.  Kessler, 

Wiesbaden,  Rheinstrasse  84. 
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vm. 

1/  Miscellen, 


1. 

teber  eine  die  Gleichungen  zweiten,  dritten  and  vierten  Grades 

umfassende  AuflQsungsmethode. 

A.  Die  Gleichungen  zweiten  Grades  mit  einer  Un- 
bekannten. 

Eine  gemischte  Gleichung  zweiten  Grades  aufzulösen. 

Die  allgemeinste  Form  einer  reducirten  quadratischen  Gleichung 

ist: 

Um  die  quadratische  Ergänzung  zu  finden,  vergleiche  man  die 
Hake  Seite  der  Gleichung  mit  der  Formel 

(x+a)*  =  x*+2ax+a*. 

Man  sieht,  dass  die  quadratische  Ergänzung  a*  ist     Man  addire  a* 
in  obiger  Gleichung  auf  beiden  Seiten,  und  man  erhält 

s*+2a*+a*    oder    («+a)*  —  a%-{~b 
oder,  wenn  man  u  statt  ac+a  setzt: 

tt*  =>  a2+i    u.  s.  w. 

B.  Die  Gleichungen  dritten  Grades  mit  einer  Un- 
bekannten. 

Eine  gemischte  Gleichung  dritten  Grades  aufzulösen. 
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Die  allgemeinste  Form  einer  vereinfachten   kubischen  Gleichung 
ist: 

«J+Soe* +&»  —  «. 

i  dio  kubische  Ergänzung  zu  finden,  vergleiche  man  die  linke 
sr  Gleichung  mit  der  Formel 

jht,  dass  die  kubische  Ergänzung  zu  zs-f  3ois  gleich  3o*a:-f  a' 
n  addire  daher  auf  beiden  Seiten  der  gegebenen  Gleichung  «', 
lirc  und  subtrahire  zugleich  anf  der  linken  Seite  3a*x,  so  ist 

(x+a)*+(b -'5<>*)x  ~  a*+c.         *•     ,^ 

i  auf  der  linken  Seite  anch  im  zweiten  Gliode  den  Factor 
zn  erbalten,  addire  man  auf  beiden  Seiten  (i-  -3«*)«.     Man 

(x+a)*+(b-Za*)(z+a)  =ab-W+c 
idem  man  y  statt  x-\-a,  f  statt  6 —  3a'  und  s  statt  a6  —  2o'-(-e 

y*+/y  —  ff- 

n  fahre  für  y  zwei  neue  willkürliche  Grössen  u  und  o  ein  and 
=  k+w,  so  ist 


ise  identische  Gleichung  mit  der  vorhergehenden  conform  zn 
,  bringe  man  3uv(u-|-v)  auf  die  linke  Seite,  so  hat  man 

(«+r)»-3«.(*+.)  -  «> 

btrahire  II.  von  L,  so  ergiebt  sich 

l/+8w.).(«+<0-ft— (. 

man  nun  über  die  Grössen  w  und  t 

,  =  «»+„» 
resultirt 

da  u-|--i>  nicht  =  0  sein  kann,  folgt 
f-\-3uv  =  0. 


1   gleich 
der  ge- 

auf  der 


i  Factor 
a* ,    aud 


+  n)zu 
).a,   so 


ae+rf. 
o  and  A 


r\ 
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Die  allgemeinste  Form  einer  vereinfachten  kubischen  Gleichung 

ist: 

x* -\-3ax* -\-bx  =»  c. 

Um  die  kubische  Ergänzung  zu  finden,  vergleiche  man  die  linke 
Seite  der  Gleichung  mit  der  Formel 

(x  +  a)*  —  x*+3ax*+3a*x+a*. 

Man  sieht,  dass  die  kubische  Ergänzung  zu  xz-\-3ax*  gleich  3a*x +a3 
ist.  Man  addire  daher  auf  beiden  Seiten  der  gegebenen  Gleichung  <zs, 
und  addire  und  subtrahire  zugleich  auf  der  linken  Seite  3a8«,  so  ist 

x2-\-3ax2-\-3a2x-\-a*-\-bx  —  3a2a;  =*  a3-j-c 
oder 

(«+a)»+(&  -3a2)«  —  a3+c. 

Um  auf  der  linken  Seite  auch  im  zweiten  Gliede  den  Factor 

(x-\-a)  zu  erhalten,  addire  man  auf  beiden  Seiten  (ä— 3a2)a.     Man 

erhält 

(x  +a)3+  (b  —  3a2)  (x+ a)  »  ab  —  2a8  +  c 

oder,  indem  man  y  statt  x-\-a,  f  statt  5  — 3a2  und  g  statt  ab —  2as-J-c 
setzt: 

v*+fy  —  9- 

Man  führe  für  y  zwei  neue  willkürliche  Grössen  u  und  t>  ein  und 
setze  y  =  w-|-v,  so  ist 

I.  (u+v)*+fiu  +  v)  =  g. 

Es  ist  auch 

(u-\-v)*  =  w3+ü3-{-3wv(t*-j-ü). 

Um  diese  identische  Gleichung  mit  der  vorhergehenden  conform  zu 
machen,  bringe  man  3uv(u-\-v)  auf  die  linke  Seite,  so  hat  man 

II.  (m-{-v)3 — 3ttv(t*-{-v)  =  «*3-}-v3. 
Man  subtrahire  II.  von  I.,  so  ergiebt  sich 

(f+Suv).(u+v)  -  ^-(tt»+ü3). 
Verfügt  man  nun  über  die  Grössen  u  und  v  noch  so,  dass 

g  =  t*3-}-«3 

ist,  so  resultirt 

(/+8«*).(«+*)-ü, 

woraus,  da  u+t>  nicht  =0  sein  kann,  folgt: 

/-f3t*t?  =  0. 
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G.  Die  Gleichungen  vierten  Grades  mit  einer  Un- 
bekannten. 

Eine  gemischte  Gleichung  vierten  Grades  aufzulösen. 

Die  allgemeinste  Form  einer  vereinfachten  biquadratischen  Glei- 
chung ist 

xA-{-&ax9-\-bxi-\-cx  =  d. 

Um  die  biquadratische  Ergänzung  zu  finden,  vergleiche  man  die 
linke  Seite  mit  der  Formel 

Man  sieht,  dass  die  biquadratische  Ergänzung  zu  «4+4oa;8  gleich 
Ga^-f-^Ä+a4  ist  Man  addire  daher  auf  beiden  Seiten  der  ge- 
gebenen Gleichung  a4,  und  addire  und  subtrahire  zugleich  auf  der 
linken  Seite  6a8se8  und  4a8*,  so  ist: 

oder 

(x  +  a)*+(b  —  6a8)*8-f-(c— 4a8)*  —  a*  +  d. 

Um  auf  der  linken  Seite  auch  im  zweiten  Gliede  den  Factor 
(x-f-a)  zu  erhalten,  addire  man  auf  beiden  Seiten  (b — 6a*)a*,  und 
addire  und  substrahire  zugleich  auf  der  linken  Seite  (b — 6a*).2a£, 
so  ist 

(x  +  a)*  +  (Ä—  Ga2).(x+a)*+(8(fi  —  2ab+c)x  —  a8Ä  —  5a4+d. 

Um  endlich  auch  links  im  dritten  Gliede  den  Factor  (x-\-a)  zu 
erbalten,  addire  man  noch  auf  beiden  Seiten  (8a8  —  2a6-f-c).a,  so 
resultirt  die  Gleichung 

(x+af+(b-  üa*)(z+a)*+(8cP— 2ab+c)(x+a)  — *  dat-a*b+ac+d. 

Man  setze  y  statt  «+o,  /  statt  6— 6a8,  g  statt  8a8  —  2ab-\-c  und  ä 
statt  3a4 — a%  +  ac-j-^>  80  ist 

Man  fähre  für  y  drei  neue  willkürliche  Grössen  u,  t>  und  w  ein 
und  setze  y  «=»  t* -}-»  +  «*,  so  erhält  man 

I.    (tt+»+w)*+/(tt+»+w)»4.^+c+w)  -  Ä. 

Es  ist  auch 

(n-J-ü-J-tr)8  =  tt8-|-ü8-|"tö*'{"2(tt»-f-utt?-{-w^) 

oder 
also 


106  ""  JluuXUn, 

4(u*  v*  -f- 1*2  m>*  -j-  t>*  tu*)  -f-  8  t*vM?(u  -f- »  "f-  «0 
oder,  indem  man  diese  Gleichung  mit  I.  conform  macht: 

IL      («+»+t*)4  —  2(tt2+t>*  +  w*)(tt+r+w)*  — 8ut;ir(t»+ü+ic)  — 

4(tt*t>*-f  u*w*+v*u>*)  -  (t**+t>*+u>*)*. 

Subtrahirt  man  II.  von  L,  so  ist 

h  -  [4(tt2ü*+u*^-f»ftr2)— V-f  t;2  +  «7*)*] 
Man  verfüge  nnn  über  «,  v  nnd  w  st^f  dass 

h  «  4(t»2 f,*+t**w»+^ w»)  —  (u*  +v*  +  u>*)*, 
dann  ist  x 

Man  verfüge  weiter  über  t*,  t>  und  u>  so,  dass  auch  ^-föutw-O, 

dann  ist 

(/•+2(tt»+t>*+u>»))(t*+t>  +  tc)  —  0, 

woraus  folgt,  dass,  da  u +*>  +  «>  nicht  «*  0  sein  kann, 

/-f  2(«*-ft>f+t**)-0 
sein  muss. 

Demnach  hat  man  zur  Bestimmung  von  u,  t>  und  u>  das  System: 

±(u*v*  +  u*w*  +  v*w*)  -  (t*2  +  i>»-f-ir*)*  =      h 

Suvw  «  — # 


tt,-j-t?2-j-tPt  —  — s 


oder 


u24"^24" ,t,2c3  —  o 


u*t>»to*  ^=  9- 


64 


«V-f  (tt8-fü*)t**  =  *  Cä  +  Ä) 


u.    s.    w. 
Sprottau,  Mai  1885.  Dr.  H.  am  Ende. 
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2. 

Bemerkung  zur  Deseartes'sehen  Auflflsnng  *«*  blquadratischen 

Glelehang. 

Soll  die  linke  Seite  der  Gleichung 

1)  a*+aa?+bx+c  =*  0 
gleich  dem  Producte 

2)  (**+***  +  q)  (**  —*>*+?') 

sein,  so  ergeben  sich  für  g,  g',  p  folgende  Relationen: 

3) 

4)  p6+  2V  +  (a*  -  4c)p*  -  Ä2  -  0. 

Man  erhält  mithin  die  4  Wurzeln  x15  s,,  ar8,  <r4  der  Gleichung  1) 
dargestellt  durch  eine  Wurzel  der  Resolvente  4). 

Bezeichnet  man  die  3  Werte  von  j>*,  welche  dieser  Rcsolvonte 
genügen,  durch  pt\  ps2,  p92  und  die  zugehörigen  Werte  von  q  und 
q  durch  <7, ,  g2,  ^3  und  qx$,  qt\  &',  so  erhält  man  für  2)  die  3 
Producte 

2a)  (**+Pi*+qi)(**-Pi*+qi) 

2b)  (** +i>^+3t)  (**  -;>**+&') 

2c)  &+P&+qs)&-P0+q*'). 

Dass  nun  jedes  dieser  3  Producte  durch  weitere  Zerlegung  dieselben 
4  liucarcu  Factorcn  und  daher  dieselben  4  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  1)  ergeben  muß 8,  so  dass  die  3  Zerlegungen  nur  die  3 
möglichen  Zusammenstellungen  der  4  Wurzeln  zu  2  Paaren 

*\**  *z** 
*\**  **** 
*****    **** 

darstellen,  ist  einleuchtend,  da  jedes  der  3  Producte  2a),  2b),  2c) 
gleich  der  linken  Seite  der  Gleichung  1)  sein  muss;  trotzdem  scheint 
mir  die  Bestätigung,  dass  dies  auch  wirklich  stattfindet,  aus  päda- 
gogischem Interesse  nützlich  zu  sein,  da  die  Losung  der  Gleichung 
3ten  Grades  durch  die  Cardani'sche  Formel  den  Anfänger  leicht  zu 
einer  falschen  Auffassung  verleiten  kann. 
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Soll  nun  z.  B.  2a)  dieselben  4  Wurzeln  ergeben  wie  2b),  so  muss 
jeder  der  beiden  quadratischen  Factoren  von  2a)  mit  jedem  quadra- 
tischen Factor  von  2b)  einen  linearen  Factor  oder  es  müssen  z.  B. 
die  Gleichungen 

X*+Pix+Qi  —  0 

eine  Wurzel  gemeinsam  haben.    Es  ist  also  zu  zeigen,  dass  die  Eli- 
minationsresultante 

5)  (Pte— Prti)  (Pi  —  J>»)+(«j  -  ü%)2  Ä  0 

erfüllt  ist  (ihre  Bedeutung  und  Herleitung  lässt  sich  ja  elementar 
herstellen). 

Ersetzt  man  in  ihr  nun  qt,  q%  durch  ihre  Ausdrücke  aus  den 
Gleichungen  3),  so  erhält  man: 

6)  2a+^+p28  +  ^«0. 

Da  diese  Gleichung  nur  die  Quadrate  von  p„  pt  enthält,  so  än- 
dert sio  sich  nicht,  wenn  —  Pifür/^,  oder  —  p^  für  p%  gesetzt  wird; 
sie  ist  daher  gleichzeitig  die  Bedinguug,  dass  jeder  der  beiden  qua- 
dratischen Factoren  von  2a)  mit  jedem  quadratischen  Factor  von  2b) 
einen  linearen  Factor  gemeinsam  haben. 

Nun  bestehen  aber  für  die  3  Wurzeln  pt*,  p%%,  ps*  der  Gleichung 
3)  dio  Relationen: 

pS+pS+Ps*-*  —2a 

in  folge  derselben  ist  6)  identisch  erfüllt. 

Berlin,  Mai  85.  C.  Weitzien. 


3. 

Neue  Construction  von  Kegelschnittslinien  aus  zwei  eonjugirten 

Durchmessern. 

Es  seien  AB  «  2a  und   CD  =*  2b  die  Achsen   einer  Ellipse. 
Nimmt  man  diese  als  Coordinatenachsen  an,  so  hat  AC  die  Gleichung 

ay — bx  —  ab,    BC . . .  ay  -f-  bx  =  ab. 


* 


AC)   und  N  (in  HC)   dieselbe   Abscisse 
Jrdinaten 

■m)    und    QN=-(a  —  m) 

leicbnng  der  Geraden  bm 


_  Ha-m) 
-x        a{a-\-m) 

die  Coordinaten 
»*»  Ha*  -m*) 

lleicbung 

als  Product  von  BM  nnd  4.W  erhalten)  y 
auf  der  Ellipse,  welche  AB  nnd  CD  zu 
i  der  Ellipsentangente  im  Punkte  C  hat 

1»-m*)J,  =  fi(a,+'",) 

=  6)  erfüllt;  die  Tangente  geht  also  durch 
ia  Gerade  MN  die  zu  AB  Parallele  durch 


licht  Achsen,  sondern  conjugirte  Durch- 
Junte  man  diese  zu  Coordinaten-Acbsen 
wie  oben  durchführen  nnd  wurde  dasselbe 
ann  deshalb  eine  Ellipse  aus  den  Achsen 
ern  AB,  CD  construiren,  indem  man  AC, 
od  diese  Geraden  durch  beliebige  zu  CD 
1  L  schneidet.  BM  und  AN  treffen  sich 
;te  P,  dessen  Tangente  durch  L  geht. 

;endo  Constrnct 
AB  und  CD  ns 

jugirte  Durcbm 
C  und  die  zu 
allein  resp.  in 
in  einem  Hypi 
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Je  nachdem  AB  und  CD  Achsen  oder  conjugirte  Durchmesser 
der  Hyperbel  sind,  wird  man  ein  recht-  oder  schiefwinkliges  Coor- 
dinatensystem  annehmen  und  erhält  als  Gleichung  für  BC 

ay-\-bx  «■  ab7 

für  die  Asymptote  EOG 

ay-\-bx  —  0, 
für  AD 

ay-^-bx  =»  —  ab. 

Ist  x  «=»  OQ  «=»  m,  so  hat  man 

QiV«.-(a-ro),     Q£  =  — -ro,      Q  Jl/  —  —  -  (a  4- 1») 

und  für  -4iV  die  Gleichung 

y     __  &(q  —  m) 

x-\-a       a(a-\-m) ' 
für  BM 

y  b(a-\-m) 

x  — a       a(a  —  m) 

Diese   Geraden   schneiden   sich   in  einem   Punkte  P  mit  den  Coor- 

dinaten 

a2  -f-  m2  i(a2  —  m2) 

welche  der  Gleichung 

genügon ,  weshalb  P  auf  der  Hyperbel  mit  den  Achsen  oder  conju- 
girten  Durchmessern  AB  —  2«,  CD  =  2&  liegen  muss. 

Die  Gleichung  der  Hyperbeltangente  im  Punkte  P 

b(a?  -f-  m2)x  —  a(a2  —  w»2)y  «=  2a2bm 

wird  identisch  für 

x  «=»  w,    y  =  —  —  m 

d.  h.  diese  Tangente  geht  durch  den  Punkt  L. 

Es  braucht  wol  kaum  erwähnt  zu  werden ,  dass  man  bei  beiden 
Constructionen  die  Punkte  A  und  U,  sowie  C  und  D  vertauschen 
kann. 

Pola,  im  Juli  1885. 

Franz  Schiffner 

k.  k.  Prof. 


MUctUtn.  Hl 

4 

Regelmässiger  linear  begrenzter  Winkel  toh  Her  Dimensionen. 

Nimmt  man  ein  regelmässiges  Polyeder  V  zur  Basis  einer  vier- 
dehnigen  Pyramide  von  der  Höbe  A,  deren  Spitze  A  auf  dem,  im 
Mittelpukte  B  auf  dem  Räume  von  V  errichteten  Lote  liegt,  so  ist 
der  vierdehnige  Winkel  an  der  Spitze  d eigenige,  welchen  wir  einen 
regelmässigen  nennen.    Nach  T.  LXVI.  S.  448.  ist  seine  Grösse 

SV 


/8V 


wo  r  den  Radiusvector  des  Elements  3  V  von  der  Spitze  aus  bezeichnet. 

Ein  passendes  Goordinatensystem  erhalten  wir.  wenn  wir  aus  B 
ein  Lot  BC  »  a  auf  eine  Seitenfläche  .F,  dann  ans  deren  Mittelpunkt 
C  ein  Lot  CD  —  b  auf  eine  Kante  K  —  2c  fällen  und  die  Axen  vom 
Anfangspunkt  A  aus  in  den  4  orthogonalen  Richtungen  AB,  BCy 
CD  und  K  nehmen.  Dann  sind  A,  a,  6,  c  die  Coordinaten  einer 
Ecke  von  V. 

Ein  regelmässige  Gebilde  contrahiren  heisse:  mit  Erhaltung  des 
Mittelpunkts  ein  ähnliches  in  gleicher  Stellung  construiren.  Con- 
trahirt man  V,  F,  K  in  den  Verhältnissen  1 :  ar,  1 :  y,  1 : «,  so  wird 
der  Endpunkt  von  K  ein  beliebiger  Punkt  P  im  Räume  P,  welcher 
V  erzeugt,  wenn  ?,  y,  *  von  0  bis  1  variiren.  Nach  Contraction  sind 
die  Coordinaten  von  P 

A,     ax,    bxy,    cxyz 

Das  Körperelement  ist  ein  Product  ihrer  Differentiale 

adx,    bzdjfj    cxydz 
und  einer  Constanten,  also 

dV<=*GVx*ydxtydz 

Integrirt  man  erst  nach  y,  dann  nach  *,  so  kommt: 
i 


/$- 


/>/*- 


2(A*+a***)  [A*+(a» +**)**+  fx***] 


ex 
arctg- 


2^h*-\^ztfl^a*-\#tf     Va*-k«*-H*)** 
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Führt  man  dies  ein  und  setzt 


bo  findet  man: 

TT 


a 

Insbesondere  ist  hiernach  für  das 

ß 


Tetraeder  W~12  j  3qparctgV2— coty 

dyarctg  1/ — |^-— 


tgcr-l;    tg/J 


1^+» 


t  /  3<jparctgi/l  — 


Oktaeder   W  —  24  /  3<jparctg  y  1  —  2cot*9 

a 


1^5 


tg«  =  V2;    tg/S  —  ^  --r2Ät 

/» 

Dodekaeder  W  =  60  J  d<p  arc  tg  (3^r-  l/^3^-  —  cot>  ) 


tg« g- ;    tg/T 2 —  K  4  "t-  V- 2ä — >> 

J  , 

Ikosaeder    W  -  60  /  89»  arc  tg  1/3 -V  5  _  3+V  5  ^ ,  ^ 

»  r        2  2 

3+V5      .   Ä       3+V5lA    1   /V6-<-l\» 

wo  h  in  Einheiten  gleich  der  Kante  gemessen  ist.  Es  ist  zu  be- 
merken, dass  allein  die  obere  Grenzo  von  der  einzig  variabeln  Grösse 
h  abhängt,  die  W  also  Werte  einer  Integralfnnction  sind. 

R.  Hoppe. 
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IX. 

TJeber  die  Curven  vierter  Ordnung 
mit  drei  Inflexionsknoten. 

Von 

P.  H.  Schoute. 


Zweiter  Abschnitt. 

(Quadratische  Transformation,  Zurückfahrung  der  zu 
betrachtenden  Curven  auf  Kegelschnitte,  Wendeschnitt  and 
Rückkehrschnitt,  Normalcarven  erster  and  zweiter  Gattung). 

15.  „Abgesehen  von  Realitätsunterschieden  giebt  es  zwei  ver- 
schiedene Arten  von  involutorischen  quadratischen  Transformationen, 
welche  ich  als  regelmässige  und  unregelmässige  Art  einander  gegen- 
über stelle.  In  der  regelmässigen  Art  entsprechen  den  drei  Funda- 
mentalpnnkten  A,  2*,  C  die  Gegenseiten  BC\  CA,  AB  des  von  ihnen 
gebildeten  Dreiecks;  in  der  anregelmässigen  Art  gehen  die  den  Fun- 
damentalpunkten A  und  B  entsprechenden  Geraden  AC  und  BC 
durch  diese  Punkte  selbst,  und  entspricht  nur  dem  dritten  Funda- 
mentalpunkt  C  die  Gegenseite  des  Dreiecks  ABC.  In  der  regel- 
mässigen Art  entspricht  einem  Strahle  durch  einen  Fundamental- 
punkt immer  wieder  ein  Strahl  durch  den  nämlichen  Fundamental- 
pankt  und  bilden  die  einander  entsprechenden  Strahlen  durch  diesen 
Fundamentalpunkt  eine  quadratische  Strahleninvolution;  in  der  un- 
regelmässigen Art  entsprechen  den  Strahlen  durch  A  Strahlen  durch 
B,  umgekehrt  den  Strahlen  durch  B  Strahlen  durch  A  und  die 
Strahlen  durch   C  sich  selbst    Die   regelmässige  Art  enthält  vier 

▲ich.  4.  Xatfc.  m.  Vhje.   %  "  ~ T.  • 


y 
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sich  selbst  entsprechende  Punkte  S,  welche  die  Eckpunkte  sind  eines 
vollkommenen  Vierecks  mit  den  Fundamentalpunkten  der  Trans- 
formation zu  Schnittpunkten  der  Gegenseitenpaare;  die  unregelmässige 
Art  enthält  unendlich  viel  sich  selbst  entsprechende  Punkte,  welche 
einen  Kegelschnitt  erfüllen,  der  AC  in  A  und  BC  \a  B  berührt". 

Bekanntlich  hat  jede  involutorische  quadratische  Transformation1) 
drei  Fnndamentalpunkte  A,  B,  (7,  von  welchen  jeder  nicht  einem 
einzigen  Punkte,  sondern  allen  Punkten  einer  Geraden  entspricht. 
Dabei  sind  dann  diese  Fundamentalgeraden  allemal  die  Seiten  des 
Dreiecks  ABC.  Dieses  einander  Entsprechen  von  Eckpunkten  und 
Seiten  des  Dreiecks  ABC  kann  aber  auf  zwei  verschiedene  Weisen 
Statt  finden.  Entweder  es  entspricht  jedem  Eckpunkte  die  gegen- 
überliegende Seite  des  Dreiecks;  oder  aber  es  ereignet  sich  nur  ein- 
mal, dass  einem  Eckpunkte  C  die  gegenüberliegende  Seite  AB  des 
Dreiecks  entspricht,  indem  den  anderen  Eckpunkten  A  und  B  die 
durch  diese  Punkte  gehenden  Seiten  des  Dreiecks  entsprechen.  Denn 
der  involutorische  Charakter  der  Transformation  widersteht  der  sonst 
bei  quadratischen  Transformationen  in  zwei  zusammengefallenen  Ebe- 
nen möglichen  Anordnung,  wobei  den  Punkten  A,  B,  C  nach  ein- 
ander die  Seiten  AB,  BC^  CA  entsprechen.  Ist  nun  die  bekannte 
Transformation  mittelst  symmetrischer  Strahlentripel  *) ,  d.  h.  die 
hyperbolisch  gleichseitige  Transformation 8)  ein  einfaches  Beispiel 
der  Transformation  erster  Art,  so  giebt  die  Verwandtschaft  der 
Punkte  P  und  P\  welche  auf  Geraden  durch  einen  festen  Punkt  C 
einander  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Kegelschnitt  £, 
ein  übersichtliches  Beispiel  der  Transformationen  zweiter  Art;  dabei 
treten  dann  die  Berührungspunkte  A  und  B  der  aus  Can  K  mög- 
lichen Tangenten  neben  C  als  Fundamentalpunkte  auf. 

Durch  die  Anweisung   der  den  Fundamentalpunkten  A,   B,   C 
entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  ABC  sind  nun  die  oben  im  Satze 


1)  Hierbei  setze  ich  Bekanntheit  mit  der  in volatori sehen  quadratischen 
Transformation  voraus.  Einige  Andentungen  zu  einer  elementar-geometrischen 
Behandlung  dieser  Theorie  giebt  Bcye  (I.  Abteilung,  Seite  169,  Aufgabe 
61—71).  Es  ist  hier  aber  nicht  die  Stelle  dieses  bekannte  Material  weiter 
geometrisch  in  verwerten. 

2)  Man  vergleiche  meine  Notiz  „Deux  cas  particuliers  de  la  transformation 
birationncllc"  (Bulletin  des  sciences  mathe'm.  et  astron. ,  2*  seYie,  tome  VI, 
1882,  page  152  —  169  et  174—189). 

3)  Man  vergleiche  über  diese  Bczeichnungs weise  „Die  Theorie  der  Regel* 
schnitte  gestützt  auf  projeetivisebo  Eigenschaften"    von  Dr.  H.  Schröter,   Seite 

(Jacob  Steincr's  „Vorlesungen  über  synthetische  Geometrie**,  zweiter  Band). 
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veiter  aigefbhrten  Eigenschaften  von  selbst  bedingt  Entspricht  er- 
stens jedem  Eckpunkte  dio  Gegenseite,  so  wird  einer  Geraden  durch 
irgend  einen  Fundamentalpunkt  A  eine  andere  Gerade  durch  diesen 
Pmkt  entsprechen,  da  diese  mit  der  Gegenseite  BC  einen  durch  -4, 
B,  C  gehenden  Kegelschnitt  bilden  muss.  Also  entsprechen  die 
Strahlen  durch  A  einander  involntorisch  and  kann  dies  ebenfalls  von 
den  Strahlen  durch  B  and  den  Strahlen  durch  C  behauptet  werden. 
Und  nun  schneiden  die  Doppelstrahlen  aA  und  a*  der  Involution  um 
A  die  Doppelstrahlen  bt  und  6g  der  Involution  um  B  in  vier  sich 
selbst  entsprechenden  Punkten  S,  welche  ebenfalls  auf  den  zwei  Doppel- 
strahlen der  Involution  um  C  liegen  müssen  und  also  dio  Eckpunkte 
sind  eines  vollkommenen  Vierecks  mit  A,  B,  C  als  Schnittpunkte 
der  Gegenseitenpaare. 

Entspricht  zweitens  nur  dem  Punkte  C  die  Gegenseite  AB  des 
Dreiecks,  indem  A  und  B  die  durch  diese  Punkte  gehenden  Seiten 
AC  und  BC  zu  Fundamentalgeraden  haben,  so  entsprechen  wieder 
die  Strahlen  durch  C  einander  involntorisch ,  ist  aber  einer  Geraden 
dorch  A  eine  Gerade  durch  B  zugewiesen  und  umgekehrt.  Ist  dann 
o  irgend  eine  Gerade  durch  A,  b  die  ihr  entsprechende  Gerade  durch 
B  und  P  ihr  Schnittpunkt,  so  entspricht  P  sich  selbst;  denn  dem 
Schnittpunkte  von  a  und  b  muss  der  Schnittpunkt  von  b  und  a  ent- 
sprechen. Da  aber  die  Büschel  a  und  b  projeetivisch  verwandt  sind 
—  denn  irgend  einem  Strahle  durch  A  entspricht  ein  einziger  und 
bestimmter  Strahl  durch  B  und  umgekehrt  —  so  ist  der  Ort  der 
Schnittpunkte  der  einander  entsprechende)  Strahlen  dieser  Büschel, 
d.  h.  der  Ort  der  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  S  ein  durch  C 
und  B  gehender  Kegelschnitt;  dieser  Kegelschnitt  berührt  in  A  und 
B  die  Geraden  AC  und  BC,  da  AC  im  Büschel  um  A  und  BC  im 
Büschel  um  B  der  Verbindungslinie  AB  der  Scheitel  entspricht. 
Und  es  versteht  sich ,  dass  die  Existenz  einer  Curve  von  sich  selbst 
entsprechenden  Punkten  S  nun  auch  die  Strahleninvolution  um  C 
als  eine  Strableninvolution  mit  einer  unendlichen  Anzahl  von  Doppel- 
strahlen kennzeichnet ;  so  dass  wir  den  oben  als  Beispiel  vorgeführten 
Fall  als  die  allgemeinste  Transformation  zweiter  Art  anerkennen 
müssen.  Also  ist  diese  Transformation  die  Verwandtschaft  der  ein- 
ander in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Kegelschnitt  conjugirten  Punkte 
von  den  Geraden  durch  einen  festen  Punkt  C\  denn  es  sind  .die 
Schnittpunkte  von  irgend  einer  Geraden  durch  C  mit  dem  Kegel- 
schnitte der  Punkte  8  die  Doppelpunkte  der  auf  diesen  Geraden 
gelegenen  involutorischen  quadratischen  Punktinvolution. 

Tritt  bei  der  Transformation  zweiter  Art  ein  Kegelschnitt  von 
Punkten  S  auf,  so  ist  bekanntlich  die  Transformation  erster  Art  mit 
einem  Kegelschnittbüschel  in  Verbindung  zu  bringen«    Liegen  n&m- 

8* 
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lieh  zwei  gegebene  Kegelschnitte  A",  und  Kt  vor,  so  kann  man  jedem 

Pankte  P  ihrer  Ebene   den  Schnittpunkt  1"  der  Polaren  pt  und  p, 

von  i'  in  Bezag  auf  Kt  und  A"a  als  zugeordneten  Punkt   zuweisen, 

wobei  1"   dann  überhaupt  allen  Polaren  p  von  P  in  Bezug  anf  die 

Kegelschnitte  A'  des  von  Kt  und  A's  bestimmten  Büschels  gemeinsam 

ist*).    Und  diese  involutorische  Verwandtschaft   der  Punkte  P  und 

dann  eine  quadratische  Transformation  erster  Art,  welche  die 

nkte  und  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  den  Kegelschnitten 

i  Büschels    gemeinsamen  Poldrciecks  ABC  zn    Fundamental* 

in    und  diesen   Punkten  entsprechenden   Fundamentalgeraden 

ie    Basispunkte   des   Büschels   zu   sich   selbst  entsprechenden 

.'n  S  hat.    So  dass  man  von  einer   durch   das  Fnndamental- 

i  ABC  nnd  ein  Paar  einander  entsprechender  Punkte  P  und 

stimmten  Transformation  erster  Art  nur  die  vier  Punkte  S  zu 

men  hat  um  in  diesen  die  Basispunkte  des  die  Transformation 

menden  Kegclsehni  Üb  flach  eis  erblicken  zu  können. 

an  der  Transformation  zweiter  Art  bildet  die  bekannte  Ver- 
ichaft  der  reeiproken  Radien  das  einfachste  Beispiel  5).  Von 
jnadra  tischen  Transformationen  zweiter  Art  wird  nur  sie  hier 
»n,  im  Folgenden  unter  quadratischer  Transformation  im  all- 
■eu  eine  Transformation  erster  Art  zn  verstehen  sein. 

).  „In  jeder  involutorischen  quadratischen  Transformation, 
B'uudamentaldreieck  ABC  ein  Poldreieck  eiues  gegebenen 
ehnittes  K  ist,  entspricht  diesem  Kegelschnitte  A'  eine  Cuire 
t  den  drei  doppelten  Inflexionsknoten  A,  B,  C.  Und  umge- 
enUpricbt  einer  gegebenen  Curve  6*  mit  den  drei  Inflexions- 
i  A,  B,  C  in  jeder  iuvolutorischen  quadratischen  Transformation 
,  B,  C  als  Fuudamentalnuukten  ein  Kegelschnitt,  von  welchem 
ain  Poldreieck  ist". 

ei  beliebiger  Lage  vom  Kegelschnitte  A  in  Bezug  auf  das 
mcnt&ldreieck  ABC  (Fig.  17.)  entspricht  dem  Kegelschnitte  A" 
'urvc  6'*  vierter  Ordnung  mit  den  Doppelpunkten  A,  B,  C6). 

Ei  lind  diu  die  oben  angewiesenen  Andentangen  in  einer  elementar 
riiehon  Behandlung  der  Theorie  der  involntoriscben  quaii ratischen  Tratu- 
onen  von  Bcje. 

Man  vergleiche  Reye,  a,  a.  0-,  1.  Abteilung,  Seite  1T0,  Anfgmbe  65 
ind  „Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie"  von  C.  F.  Geiser,  Seite 
83. 

Eine  auigeiei ebnete  Uebenicht  der  Theorie  der  von  Cremona  her- 
len  Li  rationellen  Verwaniluchaft  giebt  Deivnlf  in  seinem  „Sur  lea  trani- 
otll  geonnSti iques  des  figurei  planes*  (Bulletin  dei  acience»  mnthdm.  et 
1*.  Strio,  tome  Y,   1872,  pnge  906—140). 
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Denn  es  ist  A  ein  Doppelpunkt  der  dem  Kegelschnitte  K  entsprechen- 
den Curve,  da  die  Fundamentalgerade  BC  von  A  diesen  Kegelschnitt 
in  zwei  von  B  nnd  C  verschiedenen  Punkten  Ax  und  A%  schneidet. 
Und  jede  Gerade  a  durch  B  schneidet  diese  Curve  ausser  A  noch  in 
zwei  andern  Punkten  P/  und  Pf',  da  die  entsprechende  Gerade  a 
durch  A  zwei  nicht  auf  BC  liegende  Punkte  1\  und  Ps  mit  K  ge- 
mein hat  Aber  in  diesem  Falle  sind  die  Doppelpunkte  A,  2?,  C  der 
CA  Doppelpunkte  ordentlicher  Art  Denn,  da  die  Verbindungslinien 
AAt  und  AAt  den  Kegelschnitt  noch  in  den  von  A1  und  At  ver- 
schiedenen Punkten  Qt  und  Q?  schneiden,  so  trifft  jede  der  beiden 
Doppelpunkttangenten  von  C4  in  A  diese  Curve  noch  in  einem  nicht 
mit  A  zusammenfallenden  Punkte,  hat  sie  also  wie  eine  gewöhnliche 
Doppelpunkttangente  in  A  drei  Punkte  mit  Cl  gemein. 

Ist  aber  ABC  ein  Poldreieck  von  K  (Fig.  18.),  so  werden  die 
Verbindungslinien  AAt  und  AA%  von  A  mit  den  auf  BC  liegenden 
Punkten  von  K  zu  Tangenten  von  A*  in  At  und  A%  und  schneidet 
jede  der  beiden  Doppelpunkttangenten  von  Cl  in  A  diese  Curve  in 
vier  mit  A  zusammenfallenden  Punkten.  In  diesem  Falle  ist  also  jede 
dieser  Tangenten,  da  sie  in  A  mit  dem  sie  nicht  berührenden  Zweige 
von  C4  offenbar  nur  einen  Punkt  gemein  hat,  Wendetangente  für 
den  anderen  Zweig  in  A,  welcher  deshalb  in  diesem  Punkte  einen 
Wendepunkt  hat     Also   ist  die  dem  Kegelschnitte  K  entsprechende 

C*  eine  CA  mit  den  Infiexionsknoten  J,  /?,  C  (bezeichnet  durch  '). 

Dieser  Satz,  dessen  Umkehrbarkoit  nun  sofort  einleuchtet,  rührt 
von  Prot  IL  Küpper  her7). 

17.  „Die  Wendetangenten  eines  Doppelpunkts  A  der  C4  sind 
von  den  Geraden  AB  und  AC,  welche  diesen  Punkt  mit  den  beiden 
anderen  Doppelpunkten  verbinden,  harmonisch  getrennt". 

In  einer  quadratischen  Transformation  bilden  die  einander  ent- 
sprechenden Geraden  durch  einen  Fundamentalpunkt  A,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  eine  quadratische  Involution  und  in  dieser  ist  das 
Doppelverhältniss  von  irgend  vier  Strahlen  dem  der  vier  entspre- 
chenden Strahlen  gleich.  Da  nun  die  Tangenten  AAX  und  AA%  aus 
A  an  K  (Fig.  18.)  von  AB  und  AC  harmonisch  getrennt  sind,  so 
sind  auch  die  Geraden  AAtf   und  AA^\  d.  h.  die  Wendetangenten 

von  C*  in  A  von  AC  und  AB  harmonisch  getrennt 


7)  „Ueber  Ranmcnnren  vierter  Ordnung  erster  Art  und  eine  specielle  ebene 
Cnrre  vierter  Ordnung  C,"  (Abhandlungen  der  k.  böbm.  Geselhch.  derWii- 
■hmcIl,  VL  Folge,  6.  Band,  IS7S). 
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18.  „In  Bezug  auf  die  Realität  giebt  es  zwei  verschiedene  Gat- 
tungen von  Corven  C*.  Von  den  Carven  erster  Gattung  sind  die 
drei  Doppelpunkte  sämtlich  reell  und  zwei  von  ihnen  Knotenpunkte, 
indem  der  dritte  ein  conjngirter  Punkt  ist  Von  den  Curren  zweiter 
Gattung  ist  nur  ein  einziger  Doppclpunkt  reell  und  dieser  Punkt 
immer  ein  Knotenpunkt". 

In  Bezug  auf  die  Realität  verhält  sich  das  Poldreieck  eines 
Kegelschnittes  K  auf  zwei  verschiedene  Weisen.  Entweder  sind  alle 
Ecken  und  Seiten  reell,  oder  es  sind  dies  nur  eine  Ecke  und  die  ihr 
gegenüberliegende  Seite.  Und  nun  giebt  die  quadratische  Trans- 
formation von  K  in  Bezug  auf  das  Poldreieck  als  Fundamental- 
dreieck im  ersten  Falle  eine  Curve  &  der  ersten,  im  zweiten  Falle 
eine  Cl  der  zweiten  Gattung. 

Im  ersten  Falle  eines  ganz  reellen  Poldreiecks  ABC  schlieft 
K  bekanntlich  einen  einzigen  Eckpunkt  dieses  Dreiecks  ein 8).  Ist 
C  (Fig.  18.)  der  eingeschlossene  Eckpunkt,  so  sind  also  die  Tan- 
genten aus  A  und  B  an  K  reell,  jene  aus  C  an  K  aber  imaginär, 
d.  h.  A  und  B  sind  Knotenpunkte  und  C  ist  ein  conjngirter  Punkt 

von  C4. 

Im  zweiten  Falle  könnte  es  scheinen,  als  gäbe  es  zwei  Unter- 
gattungen von  Curven  C*;  denn  bei  dem  nur  teilweise  reellen  Pol- 
dreiecke können  wirklich  zwei  verschiedene  Lagen  eintreten.  Es 
kann  nämlich  der  reelle  Eckpunkt,  welcher  immer  durch  C  ange- 
deutet werden  mag,  entweder  innerhalb  oder  ausserhalb  K  liegen, 
d.  h.  es  können  die  Schnittpunkte  der  reellen  Seite  c  des  Dreiecks 

mit  K  entweder  conjugirt  -  imaginär  oder  reell  sein.  Aber  man  er- 
kennt leicht,  dass  nur  die  zweite  Voraussetzung  zu  einer  reellen  CA 
führt.  Denn,  wenn  die  Fundamentalpunkte  A  and  B  imaginär  sind, 
so  muss  man  wieder  zwei  Fälle  unterscheiden,  dass  es  entweder  wol- 
oder  nicht  möglich  ist  durch  diese  Punkte  einen  nicht  zerfallenden 
reellen  Kegelschnitt  zu  legen.  Im  ersten  Falle  —  und  dann  nennt 
man  die  Punkte  A  und  B  conjugirt  -  imaginär  —  entsprechen  in 
jeder  quadratischen  Transformation  mit  ABC  als  Fundamentaldreieck 
den  Geraden  der  Ebene  reelle  Kegelschnitte  und  im  allgemeinen  den 
reellen  Curven  wieder  reelle  Curven ;  im  zweiten  Falle  sind  die  4eo 
Geraden  der  Ebene  entsprechenden  Kegelschnitte  und  die  den  reellen; 
Curven  entsprechenden  Curven  sämtlich  imaginär.    Nun  können  aber 


S)  Reye,  a.  a.  O.,  I.  Abteilung,  Seite  79  und  Seite  88. 
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Ist  von  den  drei  Inflexionsknoten  nur  C  reell ,  so  denken  wir 
nns  durch  die  conjugirt-iraaginären  Doppelpunkte  A  nnd  B  einen 
Kegelschnitt  und  projiciren  nun  in  der  von  Poncelet 10)  angegebenen 
Weise  die  Figur  so,  dass  e  in's  Unendliche   verschwindet,  und  der 

Kegelschnitt  einen  Kreis  zur  Protection  bekommt  In  diesem  Falle 
wird  nämlich  die  Projection  von  CA  eine  neue  Curve  vierter  Ord- 
nung C]4,  von  deren  Inflexionsknoten  nur  ein  einziger  Ct  reell  ist, 
und  die  beiden  anderen  mit  den  imaginären  Kreispunkten  zusammen- 
fallen.   Da  jede  Transformation  der  reciproken  Radien,  welche  Cs 

zum  Gentrum  hat,  dieso  Ct*  in  einen  Kegelschnitt  mit  dem  Mittel- 
punkte Ct  überführt,  hat  diese  C\l  ebenfalls  C\  zum  Mittelpunkt  und 
zwei  senkrecht  auf  ciuander  stehende  Geraden  durch  (\  zu  Sym- 
metrieachsen. Und  offenbar  ist  der  Kegelschnitt,  in  welchen  (\A  sich 
umbildet,  eine  gleichseitige  Hyperbel,  da  die  unendlich  fernen  Punkte 
dieser  Curve  zweiter  Ordnung  von  den  imaginären  Kreispunkten  har- 
monisch getrennt  werden. 

In  der  oben  angeführten  Arbeit  hat  Herr  Küpper  bewiesen,  dass 
die   vier  Eckpunkte  eines   vollkommenen  Vierecks,   für  welchen  die 

drei  Inflexionsknoten  einer  6'4  die  Schnittpunkte  der  drei  Paare  von 
Gegenseiten  sind,  auf  dieser  Curve  liegen,  sobald  dies  mit  einem  der 
vier  Punkte  der  Fall  ist,  was  dann  weiter  die  Grundlage  bildet  von 
einer  ganzen  Reihe  von  Eigenschaften  solcher  Punktquadrupel  auf 

G*.  Diese  Eigenschaften  sind  eine  unmittelbare  Folge  der  Möglich- 
keit jede  C*  als  eine  Curve  mit  einem  Mittelpunkte  und  zwei  sich 
senkrecht  in  ihm  schneidende  Symmetrieachsen  zu  projiciren. 

Wir  nennen  diese  letztere  Curve  eine  „Normalcurve  6'4U. 

20.  „Die  Wendepunktstangenten  von  C4  werden  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  des  Doppelpunktsdrei- 
ecks ABC  von  einem  Kegelschnitte  berührt.  Von  diesem  Kegel- 
schnitte, welcher  weiter  als  „Wendeschnitt"  bezeichnet  werden  soll, 
ist  ABC  ein  Poldreieck". 

In  einer  quadratischen  Transformation  sind  die  drei  quadrati- 
schen Involutionen  der  Strahlen  a,  a'  durch  A,  ä,  b'  durch  B  und 
c,  c'  durch  C  dadurch  an  einander  gebunden,  dass  den  durch  einen 
Punkt  P  gehenden  Strahlen  a,  6,  c  allemal  drei  ebenfalls  durch  einen 
Punkt  Pf   gehende   Strahlen  a',  b\  c  entsprechen.     Hieraus  folgt, 


10)     „Traitl  des  proprie*tes   projeetives    des   figures",    douxieme   Edition 
*  I,  page  53,  ort,  109. 
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dass  drei  Strahlen  oj,  ä„  cx ,  welche  die  gegenüberliegenden  Seiten 
des  Dreiecks  ABC  in  drei  Punkten  einer  Geraden  treffen,  drei  Strahlen 
°i\  h\  *\  entsprechen,  welche  ebenfalls  diese  Eigenschaft  zeigen. 
Schneiden  nämlich  die  drei  Strahlen  Oj,  bu  ct  die  gegenüberliegenden 
Seiten  des  Dreiecks  ABC  in  drei  Pnnkten  einer  Geraden,  so  gehen 
nach  den  Sätzen  von  Mcnelans  nnd  de  Ceva  die  drei  Strahlen  a2, 
fl*  et,  welche  %,  bly  ci  von  den  Dreiecksseiten  harmonisch  trenuen, 
durch  einen  Punkt  P\  deshalb  gehen  dann  auch  die  den  Strahlen  a2, 
&*  ct  outsprechenden  Strahlen  o^\  b2\  c8'  durch  den  Punkt  Pr  und 
werden  umgekehrt  nach  den  Sätzen  von  de  Ceva  und  Menelaus  die 
drei  Strahlen,  welche  o,',  b%\  <?2'  von  den  Dreiecksseiten  harmonisch 
trennen,  die  gegenüberliegenden  Seiten  wieder  in  drei  Punkten  einer 
Geraden  treffen.  Aber  es  sind  die  Strahlen,  welche  o^',  bt\  c%'  von 
den  Dreiecksseiteu  harmonisch  treffen,  offenbar  die  den  <zj,  bly  cx  ent- 
sprechenden Strahlen;  also  u.  s.  w. 

Mittelst  diesor  neuen  Form  der  Relation  zwischen  den  drei 
Strahleninvolutioncn  einer  quadratischen  Transformation  uud  des 
Pascal'schen  Satzes  zeigt  man  nun  leicht,  dass  in  jeder  quadratischen 
Transformation  mit  .1,  B,  C  als  Fundamentalpunkteu  den  sechs  Strah- 
len, welche  die  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  liegenden  Punkte 
irgend  eines  Kegelschnittes  K  mit  den  gegenüberliegenden  verbinden, 
sechs  Strahlen  entsprechen,  welche  die  Dreiecksseiteu  in  sechs  auf 
einem  neuen  Kegelschnitte  K'  liegenden  Punkten  schneiden.  Sind  näm- 
lich AiAri  BXB%,  C\C2  (Fig.  19.)  die  Schnittpunktenpaarc  des  Kegel- 
schnittes K  mit  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC,  und  wird  BC  von 
BxCt  in  j43,  CA  von  CAA2  in  B$  und  AB  von  AtB2  in  C3  geschnit- 
ten, so  sind  dem  Pascal'schen  Satze  nach  A^,  Zf3,  6'3  drei  Punkte 
einer  Geraden.  Deuten  nun  A^A^A^,  B^B^B^  C\'C2fC^  »)  die 
Schnittpunkte  an  von  den  Seiten  des  Dreiecks  mit  den  durch  die 
gegenüherliegenden  Eckpunkte  gehenden  Geraden,,  welche  den  Ver- 
bindungslinien von  yl|,  A},  A$  mit  A%  von  Bu  i*2,  Bs  mit  jÖ,  von 
C\,  C2,  C9  mit  C  entsprechen,  so  zeigt  die  neue  Form  der  Abhängig- 
keit zwischen  den  drei  quadratischen  Involutionen  um  A,  B,  C  an, 
dass  einerseits  As\  B3\  63'  in  einer  Geraden  liegen  uud  dies  ander- 
seits mit  jedem  der  drei  Punkttripel  BjC^A^  C^A^B^  A^'C^ 
der  Fall  ist,  dass  also  dem  Pascal'schen  Satze  zufolge  die  sechs  Punkte 
\'At\  BX,B%\  CxCtr  Punkte  eines  Kegelschnittes  K'  sind. 


II)  Um  Missverst&ndniss  voranbeugen,  weise  ich  hier  an,  dass  diese  neuen 
Punkte  Ax'  n.  s.  w.  in  der  Transformation  nicht  den  Pnnkten  Ax  u.  s.  w. 
entsprechen;  ebenso  wenig  wie  die  ein  wenig  mehr  unten  vorgeführte  Curve  K' 
dem  Kegelschnitte  K  entspricht. 
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Ist  hiermit  Don  im  allgemeinen  geometrisch  nachgewiesen,  dass 
die  sechs  Doppelpunkttangenten  irgend  einer  Cnrve  vierter  Ordnung 
mit  drei  Doppelpunkten  den  gegenüberliegenden  Seiten  des  Dop- 
pelpunktsdreiccks  in  sechs  Punkten  eines  Kegelschnittes  begegnen ,3t), 

so  sind  bei  unserer  CA  überdies  die  zwei  Schnittpunkte  einer  Seite  des 
Dreiecks  mit  deu  Wendetangenten  des  gegenüberliegenden  Eck- 
punktes von  den  auf  dieser  Seite  liegenden  Doppelpunkten  harmo- 
nisch getrennt13).  Also  ist  ABC  ein  Poldreieck  des  durch  die 
sechs  Punkte  gehenden  Kegelschnittes,  und  wird  diese  Curve  von  den 
Wendotangenten  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  berührt  u). 

21.  „Die  C'4  kann  durch  quadratische  Transformation  in  ihren 
Wendeschnitt  übergeführt  werden". 

Bekanntlich  ist  eine  involutorischo  quadratische  Transformation 
bestimmt,  sobald  man  ausser  den  drei  Fundamentalpunkten  Ay  B,  C 
ein  Paar  einander  entsprechende  Punkte  P,  P'  kennt.  Also  kann 
man  zur  Bestimmung  der  Transformation  innerhalb  der  von  den 
Fundamentalgeraden  erheischten  Einschränkung  zwei  der  drei  von 
den  Strahlen  durch  A,  B,  C  gebildeten  quadratischen  Involutionen 
beliebig  annehmen.    Bestimmt  man  nun  die  Transformation,   welche 

unsere  C4  mit  den  drei  Inflexionsknoten  -4,  B,  C  in  einen  Kegel- 
schnitt überführen  soll,  dadurch,  dass  die  beiden  durch  A  gehenden 
und  ebenso   die  beiden  durch  B  gehenden  Wendetangenten  einander 

entsprechen,   so  wird  die  C4  übergehen  in  einen  Kegelschnitt,   der 

den  Wendoschnitt  von  C4  in  seinen  auf  BC  und  CA  liegenden  Punkteu 
berührt  und  also  mit  dem  Wendeschnitto  identisch  ist.  Es  entspre- 
chen in  dieser  Transformation  dann  auch  die  beiden  durch  C  gehenden 
Wendetangenten  einander. 


12)  Für  den  analytischen  Beweis  dieses  bekannten  Sattes  vergleiche  man 
Salmon-Fiedler's  „höhere  ebene  Curven"  Art.  286. 

13)  In  unserem  Falle  der  Cnrven  C*  fallt  der  von  den  Doppelpunkts« 
tangenten  der  C*  berührte  Kegelschnitt  zusammen  a)  mit  dem  Kegelschnitte* 
welcher  berührt  wird  von  den  sechs  ans  den  Doppelpunkten  an  C*  möglichen 
Tangenten,  b)  mit  dem  Kegelschnitte  dnreh  die  Schnittpunkte  der  Doppel- 
punkttangenten und  der  gegenüberliegenden  Seiten  des  Doppelpunktdreiecks,  c) 
mit  dem  Kegelschnitte  durch  die  Schnittpunkte  der  aus  den  Doppelpunkten  an 
C4  möglichen  Tangenten  und  der  gegenüberliegenden  Seiten  des  Doppelpunkts, 
dreiecks. 

14)  Jede  C*  hat  nur  einen  Wendeschnitt;  aber  jeder  Kegelschnitt  hat 
eine  dreifach  unendliche  Anzahl   von  Poldreiecken  und  laset  also  eine  dreifach 

-"iche  Anzahl  von  Curven  C4  zu,  deren  Wendoschnitt  er  ist. 
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Man  kann  zur  Bestimmung  einer  Transformation,  welche  C4  in 
ihren  Wendeschnitt  umzubilden  im  Stande  ist,   allerdings  auch  die 

Wendetangenten  Oj  und  a^  (Fig.  20.)  der  C4  in  A,  resp.  die  Wendo- 
tangenten  bt  und  b9  in  B  als  die  Doppelstrahlen  der  Involution  um 
A,  resp.  um  B  annehmen;  denn  AB  und  AC  sind  harmonisch  ge- 
trennt von  dj  und  a%  und  ebenso  BC  und  BA  von  bt  und  ia. 
Da  die  Doppelstrahlen  der  Involution  um  C,  dann  aber  die  reellen 
Diagonalen  des  von  den  vier  Wendetangenten  gebildeten  einfachen 
Vierseits  a<J>r  ajbt ,  nicht  die  imaginären  Wendetangenten  in  C  sind 
und  also  bei  dieser  Transformation  die  Punkte  Ay  Z*,  C  sich  auf  ver- 
schiedene Weisen  verhalten,  so  habe  ich  die  oben  gegebene  vorge- 
zogen. Sie  ist  wirklich  die  einzige,  welche  die  C4  in  ihren  Wende- 
schnitt aberführend  die  Punkte  A,  B,  C  gauz  gleich  hervortreten 
lässt,  und  sie  gewährt,  wie  sich  im  folgenden  Abschnitte  zeigen  wird, 
bei  den  fortgesetzten  Untersuchungen  wichtige  Vorteile16). 

22.  „Wir  unterscheiden  zwei  Normalcurven  C*  erster  Gattung  und 

eine  Normalcurve  C4  zweiter  Gattung;  sie  werden  mittelst  ihrer 
Weudescbnitte  auf  einfache  Weise  construirt". 

Schon  bei  Artikel  19.  wäre  es  möglich  gewesen,  bei  der  ein- 
fachen Gestalt  der  Curven  C4  erster  Gattung  zwei  verschiedene  For- 
men anzuweisen;  absichtlich  ist  dies  aber  dort  nicht  geschehen,  weil 
erst  an  dieser  Stelle  der  Weudoschnitt  in  die  Betrachtung  aufge- 
nommen werden  kann.  Wenn  nämlich  die  zwei  Doppelpunkte  A  und 
B  in  senkrecht  auf  einander  stehenden  Richtungen  in's  Unendlicho 
projicirt  werden  und  der  Doppelpunkt  C  also  Mittelpunkt  der  Curvo 
wird,  so  kann  dieser  nicht  in's  Unendliche  verschwindende  Doppel- 
punkt entweder  der  einzige  conjugirte  Punkt  oder  aber  einer  der 

beiden  Knotenpunkte  sein.  Im  ersten  Falle  hat  C4  im  Unendlichen 
zwei  Knotenpunkte  und  ist  ihr  Wendeschnitt  eine  Ellipse,  im  zweiten 

Falle  hat  G4  im  Unendlichen  einen  Knotenpunkt  und  einen  conju- 
girten  Punkt  und  ist  ihr  Wcndcscbnitt  eine  Hyperbel.    Diese  beiden 

Normalcurven  C4  erster  Gattung,  die  wir  als  erste  und  zweite  Nor- 
malcurve erster  Gattung  andeuten,  und  die  einzige  Normalcurvo  C4 
zweiter  Gattung  werden  wir  am  Ende  dieses  Artikels  im  Bilde  vor- 
führen. Dazu  fassen  wir  aber  erst  die  Transformation,  welcho  G'4 
in  ihren  Wendeschnitt  überführt,  etwas  näher  in's  Auge. 

Ist  E  (Fig.  21.)  der  Wendeschnitt  der  ersten  Normalcurve  CA 
erster  Gattung  und  liegen  deshalb  die  unendlich   fernen  Infi exions- 


15)  Man  vergleiche  den  dritten  Abschnitt,  Artikel  35  und  36. 


L.     ■_ 
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punkte  A  und  ß  auf  den  Achsen  der  Ellipse  25,  welche  den  conju- 
girten  Iuflcxionspunkt  C  zum  Mittelpunkt  hat,  so  kann  man  von  dem 
beliebig  gewählten  Punkte  P  die  Polare  p  in  Bezug  auf  E  bestim- 
men, die  von  dieser  Polaren  in  den  Achsen  bestimmten  Segmente 
CRt  und  CSi  nach  der  andern  Seite  hin  als  CR'  und  CS'  auf  den 
Achsen  abtragen  und  auf  diesen  neuen  Segmenten  CR'  und  CS' 
ein  Rechteck  construiren;  der  nicht  auf  den  Achsen  liegende  Eck- 
punkt P'  dieses  Rechtecks  ist  dann  der  entsprechende  Punkt 
von  P.  Sind  R  und  S  die  Projectionen  von  P  auf  BC  und  CAy 
so  findet  mau  nämlich  unmittelbar,  dass  Rt  und  S1  die  Pole  sind 
von  PR  und  PS,  woraus  die  Gleichungen  CR.CRJ  —  C4,f  und 
CS.CSi  —  CBt*  oder  CR. CR  «=  CA^CA^  und  CS. CS'  —  CB^Cß/ 
hervorgehen.  Und  da  in  der  Involution  um  A  die  Achse  CM  und  in  der 
Involution  um  B  die  Achse  CB  der  unendlich  fernen  Geraden  entspricht, 
so  zeigen  dieso  beiden  Relationen,  dass  PR  und  P'R'  einander  in  der 
Involution  um  A,  PS  und  P'S'  einander  in  der  Involution  um  B 
cutsprechen,  dass  also  P  und  P'  einander  entsprechen  in  der  be- 
trachteten quadratischen  Transformation.  Und  da  diese  Transfor- 
mation von  Hause  aus  cino  involutorische  ist,  so  findet  man  umge- 
kehrt P  aus  P\  wenn  man  die  Polare  p'  von  P'  in  Bezug  auf  E 
bestimmt,  die  von  dieser  Geraden  in  den  Achsen  bestimmten  Seg- 
mente CR/  und  CS/  als  CR  und  CS  nach  der  anderen  Seite  auf 
die  Achsen  abträgt   und   auf  CR  und  CS  ein  Rechteck  construirt. 

Ist  nun  der  beliebig  gewählte  Punkt  ein  Punkt  Q  von  22,  so  lässt 
die  allgemeine  Construction  Q'  als  den  vierten  Eckpunkt  des  Recht- 
ecks kennen,  welches  man  auf  die  von  der  im  diametral  gegenüber 
Q  liegenden  Punkte  Qt'  an  E  angelegten  Tangente  q/  auf  den  Achsen 

bestimmten  Segmenten  beschreibt.  Und  deshalb  kann  die  C4  mittelst 
ihres  Wendeschnittes  E  Punkt  für  Punkt  construirt  werden.  So  er- 
hält man  dann  (Fig.  22.)  eine  aus  vier  Aesten  bestehende  Curve, 
welche  ich  nach  ihrer  Form  als  „Kreuzcurve"  bezeichnen  will. 

Wenn  zweitens  H  (Fig.  23.)  der  Wendeschnitt  der  zweiten  Nor- 

malcurve  C4  erster  Gattung  ist  und  deshalb  eiu  conjugirter  Doppel- 
punkt A  auf  der  reellen  und  ein  Knotenpunkt  B  auf  der  imaginären 
Achse  der  Hyperbel  ff,  welche  den  dritten  Doppelpunkt,  den  Knoten- 
punkt C\  zum  Centrum  hat,  unendlich  fern  liegt,  so  führt  ein  ana- 
loger Weg  zu  analogen  Resultaten.  Schneidet  die  Polare  p  eines 
beliebig  gewählten  Punktes  P  die  Achsen  BC  und  CA  in  Rt  und  Sly 
sind  R'  und  Sf  die  in  Bezug  auf  C  zu  -R,  und  &x  symmetrische 
Punkte,  und  ist  P'  der  vierte  Eckpunkt  des  auf  CR'  und  CS'  be- 
schriebenen Rechtecks,  so  entsprechen  auch  hier  die  Punkte  P  und 
P'  einander,  und  fährt  ein  ganz  gleicher  Weg  von  P'  zu  P  zurück. 
Der  Beweis  hiervon  kann  dem  Vorhergehenden  ganz  entnommen 
Will  man  dabei  aber  die  Betrachtung  der  imaginären  Punkte 
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4  und  Ag  umgehen,  so  kann  man  sich  der  Combi  uation  der  Strah- 
leninvolutionen um  B  and  C  bedienen.  Es  ist  dann  erstens  St  der 
Pol  ?on  PS  und  also  CS. CA,  —  CB^  oder  CS. CS'  —  CBx.CBiy 
woraus  folgt,  dass  PS  und  PfS'  einander  in  der  Involution  um  B 
entsprechen.  Und  zweitens  geht  die  Strahleninvolution  um  C,  welche 
durch  die  Achsen  von  H  als  ein  Paar  und  die  Asymptoten  von  // 
als  ein  zweites  Paar  bestimmt  ist,  in  die  Involution  der  conjugirten 
Durchmesser  von  H  über,  wenn  man  von  jedem  Strahlenpaare  einen 
Strahl  um  die  Achsen  umlegt.  Woraus  dann  weiter  folgen  muss, 
dass  CP  und  CP'  einander  entsprechen  in  der  Involution  um  C. 
Denn  in  dieser  Involution  entspricht  CP  die  Gerade,  welche  man 
durch  Umlegung  von  der  Parallele  zu  p  durch  C  um  dio  Achsen 
erhält. 

Ist  nun  wieder  der  beliebig  gewählte  Punkt  ein  Punkt  Q  vou 
2/,  so  ist  Q'  der  vierte  Eckpunkt  des  Rechtecks,  welches  man  auf 
den  von  der  im  diametral  gegenüberliegenden  Punkte  Q/  an  H  ange- 
legten Tangente  g,'  auf  den  Achsen  bestimmten  Segmeuten  beschreibt. 
So  erhält  man  für  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  Q'  eine  am 
zwei  Aesten  bestehende  Curve  (Fig.  24.),  welcher  ich  nach  ihrer  Form 
den  Namen  „Kohlenspitzencurve"  beilegen  will. 

Es  ist  nicht  zu  leugnen,  dass  es  nun  weiter  noch  möglich  ist 
Ereuzcurve  und  Kohlenspitzencurve  so  zu  projiciren,  dass  der  Wends* 
schnitt  der  ersten  ein  Kreis,  jene  der  zweiten  eine  gleichseitig*;  Hy- 
perbel wird.  Mit  dem  Auge  auf  den  bekannten  von  JoicUimtUti 
herrührenden  Normalenproblemen,  die  schon  im  ersten  AU*dtt,nu> 
angeführt  sind ,  behalte  ich  aber  in  meinem  Aufsatze  die  Xwtoti  * 

curven  C4  erster  Gattung  mit  elliptischem  und  ungleichseitig  ky^r* 
bolischeu  Wendeschnitte  bei. 

So  sind  wir  nun   gekommen  an   die   einzige  Norjftai**n4  C* 
zweiter  Gattung,  welche  die  imaginären   Kreispunkte  m  z%*%  w^ 
drei  Inflexionsknoton   hat,  und  deren  Wendeschnitt  eine  fr'ws.yr 
Hyperbel  H  ist  mit  dem  dritten  Infl  xionspunkto  C  als  C***/*.*    tu ^ 
trachten  wir  sogleich  die  Strahlcninvolution  um  C,   %o  i*uUA  mu. 
dass  ihre  Doppelstrahlen  senkrecht  auf  einander  steh**.  <*  ^  ,//* 
den   imaginären   Kreispunkten    harmonisch   getrennt  tu*     v<*^  % 
werden  diese  Doppelstrahlen  den  von  je  zwei  einander  w^'/^;,i*i 
Strahlen  durch  C  gebildeten  Winkel  halbiren  und  6k  JföAxfrsiAa  v.o. 
welche  Cl  in  ihren  Wendeschnitt  II überführt,  in  tim  ?ri.v>',>rxur^jL 
der  reeiproken  Radien  mit  C  als  Centrum  übergdk«,  **n  %  ^  ~  •* 
je  zwei  einander  entsprechenden  Punkten  den  ^n«m   ^  y^ur  ms. 
einen  der  beiden  Doppelstrahlen  überspiegelt.    U^n  *rtr;i*  ir«^: 
diese  Aenderung,  dass  zwei  einander  entspr*^^  y^xj^t  w-** 


\ 
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mit,  C  in  einer  Geraden  liegen  werden,  und  diese  einander  entspre- 
chenden Punkte  auf  einer  beliebig  gewählten  Geraden  g  durch  C,  also 
eine  Involution  bilden  mit  C  als  Centralpnnkt.  Und  zweitens  ent- 
spricht auch  in  der  geänderten  Transformation  einem  Kreise  mit  C 
als  Gentrum  nach  den  Gesetzen  der  quadratischen  Verwandtschaft 
wieder  ein  Kreis,  welcher  dann,  da  C  Centralpnnkt  L>t  vou  den  In- 
volutionen auf  den  Geraden  durch  C  ebenfalls  C  zum  Gentrum  hat 
d.  h.  die  einander  entsprechenden  Punkte  bilden  auf  den  Geraden 
durch  C  Involutionen,  nicht  nur  mit  gemeinschaftlichem  Central- 
punktc,  sondern  auch  mit  gemeinschaftlicher  Potenz. 

Da  nun  die  Asymptoten  der  gleichseitigen  Hyperbel  H  (Fig.  25.) 
einander  entsprechende  Strahlen  der  Involution  um  C  sind,  sind  die 
Achsen  der  Hyperbel  die  Doppelstrahlen  dieser  Involution,  und  muss 

also  die  ursprüngliche  Transformation,  welche  C4  in  H  umbildet,  mit 
einer  Umlegung  um  eine  dieser  Achsen  verbunden  werden,  um  in 
eine  Transformation  der  reeiproken  Radien  überzugehen.  Und  die 
Polare  dieser  Transformation  ist  mittelst  der  Brennpunkte  F  von  H 
zu  bestimmen.  Diese  Punkte  werden  nämlich  als  Schnittpunkte  der 
von  den  imaginären  Kreispunkten  an  H  geführten  Tangenten  un- 
mittelbar als  einander  entsprechende  Punkte  anerkannt.  Deshalb  ist 
der  absolute  Wert  der  Potenz  dem  Quadrate  von  CF  gleich,  und  ist 
ihr,  wenn  die  Umlegung  um  die  reelle  Achse  der  Hyperbel  geschieht, 
das  negative,  wenn  sie  um  die  imaginäre  Achse  von  H  stattfindet, 
das  positive  Zeichen  beizulegen.    Und  da  nun  CF  —  CD-^2  ist,   so 

schneidet  die  reolle  Achse  der  Hyperbel  unsere  G'4  ausser  C  in  zwei 
Punkten  (r,  deren  Entfernung  von  C'durch  CF^2  =*2CD  angedeutet 
wird. 

Nach  den  bekannten  Gesetzen  der  erhaltenen  umgelegten  Trans- 
formation der  reeiproken  Radien  findet  man  nuu  aus  dem  Punkte  Q 

von  H  den  entsprechenden  Punkt  Q4  von  t'4.  So  erhält  man  dann 
für  C4  eine  geschlossene  sich  selbst  einmal  durchsetzende  Curve.  die 
sich  unmittelbar  als  eine  Lemniskate  offenbart,  wenn  man  dieLem- 
niskate  geometrisch  als  die  erste  Fusspunktencurve  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  in  Bezug  auf  ihren  Mittelpunkt  definirt  Da  näm- 
lich CQ  und  CQ'  (Fig.  26.)  antiparallel  sind  in  Bezug  auf  die  Achsen, 
und  CQ  und  die  Tangente  q  in  Q  an  H  antiparallcl  sind  in  Bezug 
auf  die  Asymptoten  von  #,  steht  nach  Artikel  5.  also  CQ'  senkrecht 
auf  q.  Und  man  zeigt  ohne  Mühe,  dass  die  auf  dieser  Senkrechten 
CQ'  zu  messende  Entfernung  CQq  des  Centrums  C  von  q  halb  so 
gross  ist  als  Q'C.  Denn  ebenso,  wie  in  Artikel  3.  hat  man,  wenn 
Qx  und  Qy  die  Schnittpunkte  von  der  Tangeute  q  mit  den  Asymptoten 
^  —  d  CFsind,  nach  einander  CQ .  CQq  =  QQ*.  CQq  =  \CQ*.  CQ,  = 
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JGF*,  waa  in  Verbindung  mit  der  oben  gefundenen  Relation  CQ  CQ'— 
CF*  die  Gleichung  Q'C  —  2CQo  liefert.  Also  ist  dio  Normalcurve 
zweiter  Grattang  die  von  C  ans  negativ  verdoppelte  erste  Fusspunk- 
tencarve  der  gleichseitigen  Hyperbel  H  für  den  Mittelpunkt  and  also 
ab  erste  Fassponktencorve  der  von  C  ans  negativ  verdoppelten  gleich- 
seitigen Hyperbel  H  selbst  eine  Lemniskate ,c). 

Diese  letzte  Betrachtang  fährt  nns  nun  zur  selben  Zeit  zu  einer 
anderen  Deutung  der  umgelegten  Transformation  der  reciproken  Ra- 
dien, welche  zu  kennen  uns  im  Folgenden  nützlich  sein  wird.  Ist 
nämlich  P  ein  nicht  auf  H  liegender  Punkt  von  CQ,  p  seine  Polare 
in  Bezug  auf  /f,  P'  der  ihm  auf  CQ'  entsprechende  Punkt,  und  sind 
Px  und  P0  die  Schnittpunkte  der  Polare  p  mit  CQ  und  CQ\  so  ist 
ans  der  Gleichung  CQ*  =  CP.  CPt  und  die  Proportion  CQ0 :  CQ  — 
CP0 :  CP»  ebenso  wie  in  Artikel  13.  die  Relation  CQ .  CQq  =-  CP.  CP0 
abzuleiten.  Und  hierdurch  geht  dio  Bedingung  CQ.CQ'=*  CP.CV 
über  in  CQ'i  C%  =  CP'i  CP0.  Da  nun  aber  Q'C  —  26Q0  ist,  so  ist 
auch  P'C  —  2CP0.  Also  findet  man  ganz  allgemein  deu  dem  be- 
liebig gewählten  Punkte  P  entsprechenden  Punkt  P\  wenn  mau  das 


16)  Diese  für  die  gleichseitige  Hyperbel  H  in  Bezug  auf  ihren  Mittel- 
punkt C  gefundene  Beziehung  zwischen  der  Curve,  welche  man  durch  die 
Transformation  der  reciproken  Radien  erhält,  und  der  ersten  Fusspunktencurve 
erinnert  an  den  bekannten  Satz,  nach  welchem  man  allgemein  die  erste  Fuss- 
punktencurve irgend  einer  Curve  O  für  irgend  einen  Tunkt  M  erhalt,  wenn 
man  auf  der  Polarfigur  von  O  in  Bezug  auf  irgend  einen  um  M  als  Centrum 
beschriebenen  Kreis  die  Transformation  der  reciproken  Radien  anwendet,  welche 
M  zum  Centram  und  das  Quadrat  des  Radius  des  Kreises  zur  Potenz  hat 
(Picquet,  a.  a.  O.,  tome  I,  page  375). 

Da  die  Lemniscate  die  von  C  aus  verdoppelte  erste  Fusspunktencurve  von 
B  ftr  ihr  Centrum  ist,  ist  sie  auch  der  Ort  der  Spiegelbilder  von  C  in  Bezug 
auf  die  Tangenten  von  H.  Diese  Betrachtungsweise  schliesst  sich  als  beson- 
derer Fall  an  eine  allgemeine  Theorie  an,  welche  von  dem  irischen  Mathe- 
matiker Dr.  J.  Casey  in  seiner  schönen  Abhandlung  „On  bicircular  quadrics" 
(Transactioas  of  the  royal  irish  Academy  Volume  24,  Science,  Part  12,  1869) 
entwickelt  worden  ist.  Nach  dieser  Theorie,  welche  in  analytischer  Behand- 
lung gegeben  ist,  ist  die  Einhüllende  eines  veränderlichen  Kreises ,  welcher 
einen  gegebenen  Kreis  J  rechtwinklig  schneidet  und  anf  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitte F  sein  Centrum  hat,  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  die  imagi- 
nären Kreispunkte  zu  Doppelpunkten  hat,  and  kann  diese  Curve  auch  be- 
trachtet werden  als  der  Ort  der  Grenspunkte  der  Kreisbflschel ,  welcho  von  J 
und  den  Tangenten  von  F  bestimmt  werden.  Ist  nun  J  ein  Punkt,  der  Punkt 
C,  und  F  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  C  als  Centrum,  die  Curve  4/,  so  geht 
tastere  Erzeugungsweise  von  Casey  in  die  oben  angegebene  aber. 
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von  C  auf  die  Polare  p  von  P  in  Bezug  auf  H  gefällte  Lot  CP0 
nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin  verdoppelt17). 

23.  „Wenn  man  eine  gegebene  Curve  Cn  so  um  irgend  einen 
Punkt  M  ihrer  Ebene  dreht  und  zu  gleicher  Zeit  aus  diesem  Punkte 
M  multiplicirt ,  dass  diese  Curve  fortwährend  durch  einen  anderen 
festen  Punkt  P  der  Ebene  geht,  so  beschreibt  irgend  ein  Punkt  Q 
dieser  Curve  einen  Ort,  welchen  man  auch  erhält,  wenn  man  die 
Lage  von  C",  wobei  Q  in  P  hineinfällt,  um  MF  umlegt  und  auf 
diese  umgelegte  Lage  die  Transformation  der  reeiproken  Radien 
anwendet,  welche  M  zum  Centrum  und  das  Quadrat  von  MP  zur 
Potenz  hat". 

Ist  nämlich  C*„  (Fig.  27.)  die  Lage  von  O,  wobei  der  bewegende 
Punkt  Q  mit  P  zusammenfällt,  ist  C*t  irgend  eine  andere  Lage 
von  O,  wobei  dieser  bewegende  Punkt  sich  in  Q%  befindet,  und  ent- 
spricht dem  Punkte  P  von  C*2  der  Punkt  Pt  von  Oj ,  so  hat  man 
dio  Relationen  Wkl.  PtMP=>  Wkl.  PMQ2  und  MP%:MP^MP:M^ 
Und  da  nun  Px  die  Lage  tf^  von  C*  beschreibt,  wenn  Q»  seinen 
Ort  erzeugt,  so  beweisen  diese  beiden  Relationen  den  Satz. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  den  Fall  einer  gleichseitigen  Hy- 
perbel an ,  welche  sich  auf  die  angegebene  Weise  um  ihr  Centrum 
dreht,  so  fiudet  man  mittelst  der  Ergebnisse  des  vorhergehenden  Ar- 
tikels den  Satz  der  23.  Note  des  ersten  Abschnitts  zurück.  In  diesem 
Sinne  ist  der  Satz  dieses  Artikels  eine  Verallgemeinerung  der  dort 
angeführten  Betrachtungsweise  Steiners18). 

24.  Die  Nebeneinanderstellung  der  beiden  betrachteten  Fälle  a) 
des  Mittelpunktskegelschnittes  K  mit  seinem  von  den  unendlich  fernen 


17)  Die  Funkte  F  werden  die  Doppelpunkte  von  der  Lemniskate  genannt, 
die  beiden  Geraden,  welche  einen  dieser  Punkte  mit  den  imaginären  Kreis- 
pnnkten  verbinden,  sind  n&mlich  Tangenten  der  Curve. 

1 8)  So  findet  man  nun  auch  umgekehrt ,  dass  der  Ort  der  Scheitel 
der  Reihe  von  Lemniskaten,  welehe  einen  nach  Grösse  und  Lage  gegebenen 
Durchmesser  gemein  haben,  die  gleichseitige  Hyperbel  ist,  welche  diese  Strecke 
nach  Grösse  und  Lage  zur  reellen  Achse  hat,  u.  s.  w.  Im  allgemeinen  ist 
der  Ort,  welcher  beschrieben  wird  von  einem  bestimmten  Funkt  einer  Cistoidc, 
einer  Strophoide  einer  Schneckenlinie,  von  Pascal  oder  irgend  einer  Fuss- 
punkteneurve  eines  Kegelschnittes,  wenn  diese  Curve  sich  so  um  ihren  Doppel- 
punkt Ja  dreht,  dass  sie  sich  selbst  ahnlich  bleibend  durch  einen  festen  Punkt 
geht,  eine  Farabole  durch  M  und  P,  gleichseitige  Hyperbel  durch  M  und  P, 
irgend  ein  Regelschnitt  durch  P,  welcher  M  zum  Brennpunkt  hat  oder  allge- 

rq;end  ein  Kegelschnitt  durch  P,  (Picquet  a.  a.  0.  tome  I,  page  375). 
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Punkten  Ä  und  B  der  Achsen  and  dem  Mittelpunkte  C  gebildeten 
Poldreiecke,  b),  der  gleichseitigen  Hyperbel  H  mit  ihrem  von  den 
imaginären  Kreispunkten  nnd  dem  Mittelpunkte  C  gebildeten  Pol- 
dreiecke, welche  uns  zu  den  Normalcnrven  beider  Gattung  geführt 
haben,  bildet  die  Grundlage  eines  Uebertragungsprincips". 

Ist  der  Mittelpunktskegelschnitt  K  der  a)  Sätze  ein  Kreis,  so 
tritt  das  Princip  in  seiner  einfachsten  Gestalt  auf.  Nach  ihm  ent- 
sprechen den  Wahrheiten,  dass  eine  Kreissehne  von  der  Senkrechten 
durch  das  Centrum  halbirt  wird,  dass  die  Kreistangente  senkrecht 
auf  dem  Radius  des  Berührungspunktes  steht,  dass  der  Ort  des  Schei- 
tels eines  rechten  Winkels,  dessen  Schenkel  jo  durch  einen  festen 
Punkt  gehen,  der  Aber  die  von  diesen  Punkten  begrenzte  Strecke  als 
Durchmesser  zu  beschreibende  Kreis  ist,  als  a)  Sätze  die  Sätze  der 
Artikel  1.,  2.  und  4.  als  b)  Sätze.  Hierbei  geht  dann  selbstverständlich 
die  senkrechte  Lage  von  zwei  Geraden  der  a)  Sätze  in  die  anti- 
parallele Lage  in  Bezug  auf  die  Asymptoten  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel von  den  b)  Sätzen  über,  indem  dio  Kreisinvolution  von  der 
hyperbolisch  gleichseitigen  Involution  dieser  Hyperbel  ersetzt  wird. 

In  der  allgemeinen  Form  des  Princips  entsprechen  nach  ihm  dio 
Sätze  8.  und  9.  und  ebenso  die  beiden  Teile  des  Satzes  11.  einander. 
In  Verbindung  hiermit,  dass  der  Kegelschnitt  K  dann  nicht  durch 
die  den  senkrechten  Stand  beherrschenden  imaginären  Kreispunkte 
geht,  geht  die  senkrechte  Lage  zweier  Geradeu  der  a)  Sätze  hier  in 
antiparalle  Lage  in  Bezug  auf  irgend  eine  feste  Gerade  über.  Und 
beim  Uebergange  vom  ersten  Teile  des  Satzes  11.  zum  zweiten  muss 
man  noch  den  bekannten  Satz  anwenden,  nach  welchem  die  vier 
Schnittpunkte  zweier  gleichseitigen  Hyperbeln,  die  im  zweiten  Teile 
des  Satzes  11.  angegebene  Lage  haben,  wie  aus  dem  Satze  von  Ar- 
tikel 12.  zu  entnehmen  ist19). 

Durch  centrale  Projection  gehen  die  a)  Sätze  und  b)  Sätze  in 
allgemeinere  Sätze  über,  welche  sich  auf  einen  Kegelschuitt  mit 
irgend  einem  seiner  Poldreiecke  beziehen.  So  folgt  z.  B.  aus  dem 
Satze  des  Artikels  11.  ganz  allgemein,  dass  die  Ersetzung  einer  un- 
geraden Zahl  von  Schnittpunkten  eines  Kegelschnittes  K  mit  irgend 
einem  anderen  Kegelschnitte,  welcher  die  zwei  Eckpunkte  A  und  B 
irgend  eines  Poldreiecks  ABC  von  K  enthält,  durch  die  mit  ihnen 


19)  Da  der  Sati  von  Art  12.  im  Texte  mittelst  des  Satxei  von  Art  11. 
bewiesen  worden  ist,  mag  er  beim  Uebergange  vom  ersten  Teile  des  Satzes  1 1 
nun  zweiten  nicht  angewendet  werden,  wenn  man  ihn  mr  Umgehung  einer 
Argmmentation  im  Kreise  nicht  vorher  ohne  Hilfe  des  Satzes  ron  Art  11.  be- 
wiesen hat    Hieran  vergleiche  man  aber  die  18te  Kote  d,  ersten  Abschn. 

Axt*,  i.  Math.  a.  Pays.  S.  Beiat,  TtU  m.  9 
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auf  Geraden  durch  C  Hegenden  Punkte  von  K  vier  Punkte  liefert, 
welche  mit  -4,  resp.  B  einen  die  Gerade  AB  in  -4,  resp.  B  berüh- 
renden Kegelschnitt  bestimmt. 

Im  folgenden  Abschnitte  werden  wir  noch  einigen  Sätzen  begegnen, 
die  als  a)  Sätze  und  b)  Sätze  nebeneinander  zu  stellende  besondere 
Fälle  eines  allgemeinen  Satzes  sind.  Wir  werden  den  allgemeinen 
Satz  dann  mittelst  centraler  Projection  aus  den  beiden  besonderen 
Fällen  beweisen,  diese  aber  —  obgleich  sie  offenbar  zusammenhan- 
gen —  jeden  für  sich  behandeln. 

Jetzt  gehe  ich  über  zu  den  dualistisch  entsprechenden  Umhüllen- 
den vierter  Gasse  A4  mit  drei  Rückkehrdoppeltangenten.  Dabei 
Überlassse  ich  es  aber  dem  geneigten  Leser  den  ganzen  Entwick- 
lungsgang dieses  Abschnittes  aufs  neue  durch  zu  machen.  Ich 
verzichte  hierauf  um  so  eher  als  sich  sogleich  eine  sehr  einfache 
Polarisation  darbieten  wird,  welche  die  gefundenen  Sätze  unmittelbar 
in  die  ihnen  dualistisch  entsprechenden  Sätze  überführt. 

25.  „In  jeder  tangentiellen  quadratischen  Transformation,  deren 
drei  Fundamentalgeraden  ein  Poldreiseit  abc  eines  gegebenen  Kegel- 
schnittes K  bilden,  entspricht  dieser  Curve  zweiter  Classe  eine  Curve 

vierter  Classe  Kl  mit  drei  Doppeltangenten  a,  6,  c,  wovon  jede  die 
Curve  in  zwei  Rückkehrpuukten  berührt.    Und  umgekehrt  entspricht 

einer  gegebenen  Curve  vierter  Classe  A*  mit  den  drei  Rückkehr- 
doppeltangenten a,  6,  c  in  jeder  tangentiellen  quadratischen  Trans- 
formation mit  o,  £,  c  als  Fundamentalgeraden  ein  Kegelschnitt  A, 
von  welchem  abc  ein  Poldreiseit  ist". 

„Die  Rückkehrpunkte  einer  Doppeltangente  a  der  A'4  sind  von 
den  Schnittpunkten  von  a  mit  b  und  c  harmonisch  getrennt". 

„In  Bezug  auf  die  Realität  giebt  es  zwei  verschiedene  Gattungen 

von  Curven  A4.  Von  den  Curven  erster  Gattung  sind  die  drei- Dop- 
peltangenten sämtlich  reell  und  auf  zweien  von  diesen  auch  die  beiden 
Rückkebrpunkte.  Von  den  Curven  zweiter  Gattung  ist  nur  eine  ein- 
zige Doppeltangente  reell,  und  hat  diese  Tangente  immer  zwei  re- 
elle Berührungspunkte14. 

„Mittelst  centraler  Projection  kann  jede  K*  in  eine  Curve  A"* 
mit  einem  Mittelpunkte  und  zwei  einander  in  diesen  Punkt  senk- 
recht schneidenden  Symmetrieachsen  umgebildet  werden". 

„Durch  die  Rückkehrpunkte  von  A 4  geht  ein  Kegelschnitt,  wal- 
in diesen  Punkten  von  den  nach  den  gegenüberliegenden  Eck- 
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punkten  des  DoppeltaBgentendreiecks  abc  gehenden  Geraden  berührt 
wir!  Von  diesem  Kegelschnitte,  welchen  ich  weiterhin  'als  „Rttck- 
kehncbnitt"  bezeichne,  ist  abc  ein  Poldreiseit". 

„Die  K*  kann  durch  tangentielle  quadratische  Transformation  in 
üren  Rückkehrschnitt  übergeführt  werden". 

Diese  Sätze  werden  den  vorhergehenden  Sätzen  der  Artikel  16., 
17.,  18.,  19.,  20.,  21.  nach  den  Gesetzen  der  Dualität  unmittelbar 
entnommen. 

26.  „Die  Polarisation   von     C4  in  Bezug  auf  ihren  Wende- 

Khiitt  K  führt  diese  Curve  in  eine  Kl  über,  welche  K  zum  Rück- 
kehrschnitte bat     Dabei  gehen  zwei  einander  entsprechende  Punkte 

von  C*  und   K  allemal  in  zwei  einander  entsprechende  Tangenten 

tob  ~K*  und  K  über". 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Gesetze  der  Du- 
alität   Wir  bemerken,  dass  der  letzte  TeU  nur  dann  wahr  sein  wird, 

wenn  wir  von  den  zwei  tangentialen  Transformationen,  welche  K4, 
in  ihren  Rückkehrschnitt  über  zu  führen  im  Stande  sind ,  nun  auch 
wieder  die  regelmässigste  wählen. 

27.  „Wir  unterscheiden  zwei  Normalcurven  Kl  erster  Gattung 

und  eine  Normalcurve  K4,  zweiter  Gattung;  sie  werden  mittelst  ihrer 
Rückkehrschnitte  auf  einfache  Weise  construirt". 

Die  Normalcurven  Ä4,  <L  h.  die  Curven  &*  erster  und  zweiter 
Gattung  mit  einem  Mittelpunkte  und  zwei  einander  in  diesem  Punkte 
senkrecht  schneidenden  Symmetrieachsen,  sind  offenbar  die  reeiproken 

Polaren  von  den  Normalcurven  Cl  in  Bezug  auf  ihre  Wendeschnitte. 
Wir  finden  also  die  Constraction  der  Normalcurven  K4,  mittelst  Po- 
larisation der  Normalcurven  CA  in  Bezug  auf  ihre  Wendeschnitte. 

In  Artikel  22.  ist  die  Relation  der  Punkto  P  und  P'  angegeben, 
die  einander  entsprechen  in  der  quadratischen  Transformation,  welche 

die  Normalcurve  Cl  erster  Gattung  in  ihren  Wendeschnitt  E  (Fig. 
21.)«  resp.  H  (Fig.  23 )  überführt.  Also  entsprechen  einander  auch 
die  Polaren  p  und  p'  von  P  und  P'  in  Bezug  auf  E,  resp.  H  in  der 
Ungeatiellen  quadratischen  Transformation,  welche  die  in  Bezug  auf 

£,  resp.  H  genommene  reeiproke  Polare  Kl  von   der  Normalcurve 

C*  erster  Gattung,  d.  h.  die  Normalcurve  K*  erster  Gattung  in  ihren 
mit  Ey  resp.  H  zusammenfallenden  Rückkehrschnitt  umbildet.  Des- 
halb erhält  man  die  in  dieser  tangentiellen  quadratischen  Trans- 
formation irgend  einer  gegebenen  Geraden  p  entsprechende  Gerade  p 


fc 
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wenn  man  zum  Pole  P  von  p  für  £,  resp.  H  den  in  Bezug  auf  C 
symmetrisch  liegenden  Punkt  P,'  bestimmt  und  die  senkrechten  Pro- 
jeetionen  Rt'  und  St'  dieses  Punktes  auf  die  Achsen  des  Kegel- 
schnittes mit  einander  verbindet  Und  wenn  die  gegebene  Gerade  9 
die  #  (Fig.  28.),  resp.  H  (Fig.  29.)  in  Q  berührt,  so  hat  man  den 
dem  Berührungspunkte  Q  diametral  gegenüberliegenden  Punkt  Q,' 
auf  die  angedeutete  Weise  zu  projiciren  und  die  Projectionen  zu  ver- 
einen.   Mittelst   dieser   Construction   sind  nun   die  beiden  Normal- 

curven  K*  erster  Gattung  Tangente  für  Tangente  aus  ihren  Bück- 
kehrschnitten abzuleiten. 

Wie  die  vom  Punkte  Q'  (Fig.  28.),  resp.  (Fig.  29.)  beschriebene 
Kreuzcurve,  resp.  Kohlenspitzencurve  die  Endpunkte  A  und  B  der 
Achsen  und  das  Centrum  C  von  Ey  resp.  H  zu  Inflexionsknoten  hat 
und  in  diesen  Punkten  von  den  aus  diesen  Punkten  an  E,  resp.  H 
möglichen  Tangenten  dreipunktig  berührt  wird,  so  hat  auch  ihre 
Polarfigur  in  Bezug  auf  £,  resp.  H  die  erste,  resp.  zweite  Normal- 

curve  Kl  erster  Gattung,  welche  Ey  resp.  H  zum  Rückkehrschnitt 
hat,  die  Achsen  von  £,  resp.  H  und  die  unendlich  ferne  Gerade  zu 
Rückkehrdoppeltangenten,  und  sind  die  Schnittpunkte  von  diesen 
Doppeltangenten   mit    £,    resp.    H  die    Berührungsrückkehrpunkte. 

Also  hat  die  erste  Normalcurve  Ä'4  erster  Gattung  vier  reelle  Rück- 
kehrpunkte in  den  vier  Scheiteln  von  E  und  die  zweite  Normalcurve 

Kl  erster  Gattung  ebenfalls  vier  reelle  Rückkehrpunkte,  wovon  zwei 
eigentliche  in  den  reellen  Scheiteln  von  H  uud  zwei  uneigentliche  in 
den  unendlich  fernen  Punkten  von  U. 

Weiter  ist  in  Artikel  22.  die  Verwandtschaft  umgebildet  zwischen 
den  Punkten  P  und  P',  welche  einander  entsprechen  in  der  die  Nor- 
malcurve 64  zweiter  Gattung  in  ihren  Wendeschnitt  H  (Fig.  26.) 
überführenden  quadratischen  Transformation.  Erst  fandeu  wir,  dass 
zwischen  diesen  Punkten  eine  um  die  imaginäre  Achse  von  H  um- 
gelegte Transformation  der  reeiproken  Radien  obwaltet,  nachher 
haben  wir  P'  aus  P  bestimmt  durch  das  aus  0  auf  die  Polare  p 
von  P  gefällte  Lot,  nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin  zu  ver- 
doppeln. Ist  nun  p  die  Polare  von  P',  so  entsprechen  einander  p 
und  p'  in   der  tangentiellen  Transformation ,   welche   die  reeiproke 

Polare  K*  von  der  Normalcurve  6*  zweiter  Gattung  in  Bezug  auf  Hy 

d.  h.  die  Normalcurve  Kl  zweiter  Gattung  in  ihren  mit  H  zusammen- 
fallenden Rückkehrschnitt  umbildet.  Wird  aber  der  Schnittpunkt  von 
p  mit  der  senkrecht  auf  ihr  stehenden  Geraden  CP  durch  P0'  be- 
zeichnet, so  lässt  die  Substitution  der  Werte  CP  —  2P0'C  und  CP'- 
P«C  die  Relation  CP.  CP'  —  CF%  übergehen  in  CP0 .  CP0'  =  JCF*. 
)  findet  man  die  einer  beliebig  gewählten  Geraden  p  entsprechende 
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Gerade  p\  wenn  man  den  Pol  P  von  p  mit  C  verbindet ,  auf  diese 
Gerade  von  C  ans  nach  der  von  P  abgewandten  Seite  hin  eine 
Strecke  CP0' —  \PC  abträgt,  nnd  in  PQ'  eine  Senkrechte  auf  CP  er- 
richtet Und  ist  die  gegebene  Gerade  eine  Tangente  q  von  H  in 
irgend  einem  Punkte  Q,  so  steht  die  entsprechende  Gerade  q  in  der 
Mitte  des  Radius-Vectors  CQX'  des  diametral  gegenüber  Q  liegenden 
Punktes  Q/  auf  diesem  Radius- Vector  senkrecht  Mittelst  dieser 
Construction  der  einer  Tangente  q  von  H  entsprechenden  Geraden  qf 

tot  die  Normalcurve  K*  zweiter  Gattung,  Tangente  für  Tangente  aus 
ihrem  Rückkehrschnitte  abzuleiten.  Sie  ist  uns  aber  schon  bekannt. 
Denn  nach  ihrer  Construction  ist  diese  Curve  die  von  C  aus  negativ 
halbirte  erste  negative  Fusspunktencurve  von  H  für  C,  d.  h.  die  von 
C  ans  negativ  halbirte  Anti-Evolute  von  H  in  Bezug  auf  die  Achsen 
ron  Hy  welche  (Fig.  11.)  schon  im  Bilde  vorgeführt  ist. 

Wie  die  Lemniskate  das  Centrum  C  von  H  und  die  imaginären 
Kreispunkte  zu  Infiexionspunkten  hat,  und  in  diesen  Punkten  von  den 
ans  diesen  Punkten  an  U  möglichen  Tangenten,  d.  h.  in  C  von  den 
Asymptoten  von  H  und  in  jedem  der  beiden  imaginären  Kreispunkte 
von  durch    die  Brennpunkte    gehenden  Geraden  berührt  wird,   so 

bat  auch  ihre  Polarfigur  in  Bezug  auf  J7,  die  Normalcurve  Kl  zweiter 
Gattung,  welche  H  zum  Rückkehrschnitt  hat,  die  uuendlich  ferne 
Gerade  und  die  von  C  nach  den  imaginären  Kreispunkten  führenden 
Geraden  zu  Rückkehrdoppeltangenten,  und  sind  die  Schnittpunkte 
dieser  Geraden  mit  H  die  Berührungsrückkehrpunkte.  Also  hat  die 
Normalcurve if*  zweiter  Gattung  eine  reelle  Doppeltangente,  die  un- 
endlich ferne  Gerade,  und  sind  die  unendlich  fernen  Punkte  von  H 
Rückkehrpunkte  dieser  Curve. 

28.  „Die  Evolute  einer  Ellipse,  resp.  Hyperbel  ist  eine  erste, 
resp.  zweite  Normalcurve  K*  erster  Gattung". 

Die  Evolute  eines  Mittelpunktskegelschnittes  K  ist  eine  Curve 
Werter  Ciasse,  da  bekanntlich  (Artikel  8.)  durch  irgend  einen  Pnnkt 
der  Ebene  vier  Normalen  an  K  möglich  sind.  Diese  Curve  hat  drei 
Doppeltangenten,  die  beiden  Achsen  CA  und  CB  von  K  und  die  un- 
endlich ferne  Gerade  g& ,  denn  jede  dieser  Geraden  ist  zweimal  Nor- 
"uto  von  K.  Ausserdem  ist  jede  Achse  von  K  Normale  in  zwei 
Scheiteln  von  JT,  in  zwei  Punkten,  wo  der  Krümmungskreis  aus 
Symmetriegründen  vier  nebeneinanderliegende  Punkte  mit  K  gemein 
kt,  und  der  Krümmungsmittelpunkt  also  stationär  ist  in  der  Nor- 
1B*te  der  Evolute,  wenn  diese  Normale  die  Evolute  umhüllt,  d.  h. 
jede  Achse  von  K  berührt  die  Evolute  in  zwei  Rückkehrpunkten.  Und 
*ean  dies  bei  zwei  der  drei  Doppeltangenten  der  Fall  ist,  so  man 
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es  auch  bei  der  dritten  Statt  finden.  Denn,  wenn  zwei  der  drei 
Doppeltangenten  die  Curve  vierter  Classe  in  Rückkehrpunkten  be- 
rühren ,  so  führt  eine  tangentielle  quadratische  Transformation  mit 
den  drei  Doppeltangenten  als  Fundamentalgeraden  die  Curve  in  einen 
Kegelschnitt  über,  von  welchem  das  Fundamentaldreiseit  ein  Pol- 
dreiseit  ist,  und  diesem  Kegelschnitte  entspricht  in  der  angewendeten 

Transformation  eine  K4.  Und  ist  die  Evolute  eine  K\  dann  ist  sie 
wegen  der  besonderen  Lage  ihres  Doppeltangentendreiseits  eine  Nor- 

malcurve  K*  erster  Gattung ,  d.  h.  es  ist  die  Evolute  einer  Ellipse, 

resp.  Hyperbel  eine  erste,  resp.  zweite  Normalcurve  Kl  erster  Gat- 
tung. 

29.  „Der  Rückkehrschnitt  K'  der  Evolute  eines  Mittelpunkts- 
kegelschnittes R  ist  die  um  die  kleine,  resp.  imaginäre  Achse  von  K 
umgelegte  Polarfigur  von  K  in  Bezug  auf  den  durch  die  Brennpunkte 
von  K  gehenden  Kreis.  Und  der  Rückkehrschnitt  K"  der  Evolute 
von  Kf  ist  concentrisch,  ähnlich,  und  ähnlich  liegend  mit  K". 

Der  Rückkehrschnitt  der  Evolute  eines  Mittelpunktskegelschnittes 
K  wird  aus  Symmetriegründen  als  ein  mit  K  concentrischer  und  ähn- 
lich liegender  Kegelschnitt  Kr  erkannt,  der  also  von  den  vier  re- 
ellen Rückkehrpunkten  der  Evolute  bestimmt  ist.  Die  reciproke 
Polare  von  K  in  Bezug  auf  den  durch  die  Brennpunkte  von  K  gehen- 
den Kreis  ist,  wie  sich  ebenso  aus  Symmetriegründen  ergiebt,"*  eben- 
falls ein  mit  K  concentricher  und  ähnlich  liegender  Kegelschnitt  Kv 
Also  wird  der  Satz  des  Zusammenfallen  von  Kf  und  Kx  bewiesen 
sein,  sobald  nur  gezeigt  ist,  dass  der  letztere  Kegelschnitt  Kt  durch 
die  vier  reellen  Rückkehrpunkte  von  der  Evolute  von  K  geht 

Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Ellipse  E  (Fig.  30.),  so  sind 
nach  Artikel  7.  die  Rückkehrpunkte  Ax    und  At'  der  Evolute  durch 

den  Wert  -  vonÄi,  die  Rückkehrpunkte  Bt'  und  Bt*  durch  den 

a1 
Wert  r-  vonift  bestimmt.    Ersetzt  man  nun  wie  gewöhnlich  a1  — b* 

durch  c*,  so  findet  man  -  für  CAX   und  r-  für  CBX\  und  diese  Werte 

lassen  die  Punkte  Ax\  At'  und  Btf  Bt'  erkennen  als  die  Pole  der  Schei- 
teltangenten der  Ellipse  E  in  Bezug  auf  den  auf  FxFt  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreis,  d.  h.  es  fallen  bei  Ellipsen  die  Kegel- 
schnitte Kf  und  Kx  zusammen. 

Ist  P  ein  beliebig  gewählter  Punkt  des   Rückkehrschnittes  £', 

und  entspricht  der  Tangente  p  dieses  Rückkehrschnittes  in  diesem 

nkte  P  also  die  Gerade  pt,  so  steht  diese  Gerade  als  Tangente  dar 
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Erolnte  ?on  E  in  irgend  einem  Punkte  Q  von  E  auf  E  senkrecht. 
Weiter  berührt  die  Polaro  r  von  P  in  Bezug  auf  den  Kreis  der 
Brennpunkte  die  Ellipse  E  in  irgend  einem  Punkte  R.  Und  nun 
lässi  ach  zeigen ,  dass  Q  und  R  symmetrisch  zu  einander  liegen  in 
Bezug  auf  die  kleine  Achse  von  E\  denn  es  sind  p'  und  PC  anti- 
parallel  in  Bezug  auf  die  Achsen  von  E,  weshalb  dies  auch  mit  den 
senkrecht  auf  ihnen  stehenden  Tangenten  in  Q  und  R  an  E  der  Fall 
sein  muss,  diese  Punkte  Q  und  R  also  symmetrisch  zu  einander  sein 
werden  in  Bezug  auf  eine  der  Achsen  und  dann,  wie  man  ohne  Mühe 
nachweist,  in  Bezug  auf  die  kleine  Achse.  Also  bilden  die  Verwandt- 
schaften von  E  mit  E'  mit  der  Evolute  von  E  und  dem  Kreise 
durch  die  Brennpunkte  von  E  eine  geschlossene  Kette,  wenn  man 
die  Ellipse  E'  als  die  um  die  kleine  Achse  von  E  umgelegte  Polar- 
corve  von  E  in  Bezug  auf  den  Kreis  der  Brennpunkte  von  E  be» 
trachtet        • 

Ist  weiter  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  H  (Fig.  31.), 

so  sind  die  Rückkehrpunkte  Ax'  und  A%'  der  Evolute  wieder  durch 

b* 
den  Wert  -  von  Ra  bestimmt     Wenn   hier  nun    wie    gewöhnlich 

c* 
a*-f  £*  «r  c*  gesetzt  wird,  so  findet  man       für   CAX'\  deshalb  sind 

die  Punkte  At'  und  A9'  die  Pole  der  reellen  Scheitel tangenten  von 
H  in  Bezug  auf  den  auf  Ft  F9  als  Durchmesser  beschriebenenKreis *°). 
Ferner  ergicbt  sich  ohne  Mühe,  dass  der  Krümmungsmittelpunkt  des 
dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Asymptote  CXy  resp.  CFvon  H 
immer  nahenden  Punktes  von  H  dem  unendlich  fernen  Punkte  der 
in  C  auf  CX,  resp.  CY  errichteten  Senkrechten  CX' ,  resp.  CYf 
immer  näher  rückt;  also  sind  auch  die  unendlich  fernen  Rückkehr- 
ponkte  der  Evolute  die  Pole  der  Asymptoten  von  H  in  Bezug  auf 
den  Kreis  über  Ft  Fs,  womit  der  Teil  des  Zusammenfallen  der  Kegel- 
schnitte K'  und  Kt  des  Satzes  auch  für  die  Hyperbel  W  nnd  Hx 
bewiesen  ist  Und  man  findet  hier  ebenso  wie  bei  der  Ellipse  eine 
geschlossene  Kette  von  Verwandtschaften,  wenn  ;man  die  Hyperbel 
H'  als  die  um  die  imaginäre  Achse  von  H  umgelegte  Polarcurve 
von  IT  in  Bezug  auf  den  Kreis  dar  Brennpunkte  von  H  betrachtet. 

Endlich  folgt  die  Aehnüchkeit  der  Kegelschnitte  K  und  K"  bei 
Ellipsen  aus  der  umgekehrten  Proportionalität  der  Achsen  von  K  und 
£',  und  bei  Hyperbeln  aus  der  senkrechten  Lage  der  Asymptoten 
ton  der  einen  zu  jenen  der  anderen11). 


20)  Ea  werden  also  die  Punkte  Ax'  nnd  A%'  gefunden ,    wenn  man  an 
4itieo  Kreif  in  »einen  Schnittpunkten  mit  CX  und  CY  die  Tangenten  anlegt 

21)  Ist  im  Allgemeinen  Ä*+i  der  Bückkehrtchnitt  der  Evolute  von  £*, 
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30.  „Jede  erste,  resp.  zweite  Normalcurve  Kl  erster  Gattung 
mit  dem  Rückkehrschnitte  K  ist  die  Evolute  einer  bestimmten  mit 
K  concentrischen  and  ähnlich  liegenden  Ellipse  E,  resp.  Hyperbel  tf". 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  vorhergehenden.  Ist 
nämlich  K'  der  Rückkehrschnitt  von  der  Evolute  von  JT,  und  K"  der 
Rückkehrschnitt  von  der  Evolute  K',  so  ist  K"  ähnlich  und  ähnlich 

liegend  mit  K.  Aber  dann  ist  auch  die  Normalcurve  K"  erster  Gat- 
tung concentrisch,  ähnlich  und  ähnlich  liegend  mit  der  Normalcurve 
K*  erster  Gattung,  deren  Rückkehrschnitt  K"  ist,  d.  h.  mit  der 
Evolute  von  K\  und  ist  die  gegebene  Normalcurve  K"  erster  Gat- 
tung aus  Aehnlichkeitsgründen,  also  die  Evolute  eines  mit  K'  con- 
centrischen, ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnittes. 

Der  Satz  dieses  Artikels  ergänzt  jenen  des  Artikels  28. 

31.  „Die  Anti-Evolute  einer  gleichseitigen  Hyperbel  H  in  Bezug 

auf  irgend  einen  Durchmesser  CR  ist  eine  Normalcurve  KA   zweiter 

Gattung,  und  umgekehrt  ist  die  Normalcurve  Kl  zweiter  Gattung  die 
Anti-Evolute  einer  gleichseitigen  Hyperbel  H  in  Bezug  auf  CR.  Der 
Rückkehrschnitt  H'  von  der  Anti-Evolute  von  H  für  CR  ist  die  um 
C  über  180°  gedrehte  Polarfigur  von  H  in  Bezug  auf  die  durch  die 
Brennpunkte 2S)  gehende  gleichseitige  Hyperbel  Hl ,  welche  CR  zur 
reellen  Achse  hat.  Und  der  Rückkehrschnitt  H"  der  Anti-Evolute 
von  H'  in  Bezug  auf  CR  ist  wieder  ähnlich  liegend  mit  H". 

Die  Anti-Evolute  von  H  für  CR  (Fig.  10.)  ist  nach  Artikel  10. 
die  erste  negative  Fusspunktencurve  von  der  gleichseitigen  Hyperbel, 
welche  durch  das   Symbol   ff  (2  Wkl  DCR,  cos  2  Wkl.  DCR)  anzu- 


und  sind  a,  6  and  c  die  Halbachsen  und  die  lineare  Excentricitat  von  Klt  so 
sind  nach  einander  die  Halbachsen  von  K%t  Kt1  K4  .  .  .  angewiesen  durch 

gl     gl        g4        g4  g6  g© 

— ,  — ;   — -mf   -f- ;  -5-5,  -^--.  . .  •    Also   bilden    die   grossen,    resp.    kleinen 
a     o      ab1    arb     erb*    a*b* 

Achsen  der  Kegelschnitte  K  mit  unpaarem  Index  die  nnpaaren,  und  die  klei- 
nen, resp.  grossen  Achsen  der  Kegelschnitte  K  mit  paarem  Index  die  paaren 

c1  b 

Glieder  von  zwei  geometrischen  Reihen   mit  der  Ratio  — ,  oder  wenn  -durch 

ab  a 

m  angedeutet  wird,  mit  der  Ratio m.      Also    ist    /£=£".,    wenn    w  = 

m 

i(V5 — 0»    *•  h.  wenn  b  der  grösste  Teil  der   nach  dem  goldenen  Schnitte 

geteilten  Halbachse  a  ist. 

22)  Hier  kann  man  unter  die  Brennpunkte  anch  die  imaginären  Brenn- 
punkte mitzahlen. 
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deuten  ist  Nach  Artikel  27.  ist  sie  also  eine  Normalcurve  Kl 
zweiter  Gattung  und  wird  der  Rückkehrschnitt  H'  dieser  Carve  mit- 
telst negativer  Verdoppelung  der  vorhergehenden  Hyperbel  erhalten. 
Betrachten  wir  nun  den  Rückkehrschnitt  H'  erst  als  ganzes  Gebilde, 
so  können  wir  vorläufig  vom  Zeichen  dieser  Verdoppelung  ab- 
sehen und  deshalb  H'  als  H(2  Wkl.  DCR,  2  cos  2  Wkl.  DCR)  be- 
zeichnen. Andererseits  ist  nach  Artikel  13.  die  Polarfigur  von  H  in 
Bezug  auf  Hx=  H  (er,  m)  durch  Ht  —  ZT(2a,  m*)  angewiesen.  Also 
werden  H$  nnd  H%  eoineidiren,  wenn  den  beiden  Bedingungen 
o  =  WkL  DCR  und  m*  —  2  cos  2  Wkl.  DCR  Genüge  geleistet  wird. 
Nun  sagt  die  erste  Bedingung  uus,  dass  die  reelle  Achse  von  Ht  mit 
CR  zusammenfallen  soll.  Und  die  zweite  Bedingung  lehrt  uns ,  dass 
Hx  die  Brennpunkte)  von  H  enthalten  muss.  Denn  sind  H  und  Hx 
die  in  Fig.  14.  vorgeführte  Hyperbel  und  CDX  nach  der   ersten  Be- 

CP% 

CP 

giebt  mittelst  der  zweiten  Bedingung  CP1  =  2CP,  also  in  Verbindung 
mit  CP.CP'=CQ*  auch  CQ  =  C/y2,  d.  h.  der  Punkt  Q  von  Ht 
ist  Brennpunkt  von  H. 


dingung,  also  die  Gerade  CR,  so  ist  -p~  =  m*,  und  diese  Gleichung 


Da  die  Deutung  der  Polarisation  von  H  in  Bezug  auf  Hx  als 
eine  Combination  von  Drehung  und  Multiplication  das  einander  Ent- 
sprechen der  Elemente  nicht  aufhebt,  und  dies  ebenso  wenig  ge- 
schieht, wenn  die  Anti-Evolute  als  eine  erste  negative  Fusspunkten- 
curve  betrachtet  wird,  so  ist  die  Verwandtschaft  der  Tangenten  von 
H  nnd  H'  rein  bewahrt,  wenn  wir  das  oben  bei  Seite  geschaffte 
Zeichen  der  Verdoppelung  in  die  Betrachtung  aufnehmen,  was  uns 
dann  nötigt  W  als  die  um  C  über  180°  gedrehte  Polarfigur  von  // 
in  Bezug  auf  die  angegebene  gleichseitige  Hyperbel  zu  deuten. 

Das  übrige  des  Satzes  leuchtet  nun  unmittelbar  ein  '*). 


23)  Ist  allgemein  /7*-|-i  der  Rückkehrschnitt  von  der  Anti-Evolute  von 
Bm  für  CR,  so  bilden  die  reellen  Achsen  von  Hly  H%%  H%  ...  eine  geometri- 
sche Progression  mit  der  Ratio  2  cos  2  Wkl.  2>C&  Es  wird  also  17,  mit  Hx 
sosammcnfallen,  wenn  2cos2Wkl.  Z>CÄ  =  1,  d.h.  wenn  Wkl.  DCR  =  30°  ist. 


liohdtx  Zur   Transformation  der    "flteta/uncUoncn. 


X. 

Transformation  der  Thetafunctionen. 


IL 


■D  Bando  der  mathematischen  Annaleu  veröffentlicht  Herr 
rauso  eine  Notiz,  in  welcher  er  das  Problem  stellt: 

„Kg  sollen  zwischen  den  transformirten  Thetafunctionen 
d  den  ursprünglichen  die  möglichst  allgemeinen  Bezieh* 
gen  hergestellt  worden". 

imen  der  Einfachheit  halber  an,  dass  der  Transformationa- 
ungerade  Zahl  sei,  und  beschränken  ans  ferner  auf  die 
^Präsentanten. 

laa  dann  setzt: 

9  Transformationggloichnng: 

erte  1,  2  oder  3  annehmen  kann. 

Substitution  halber  Perioden  ergeben  sich  hieraus  die  ent- 
Formeln fnr  die  übrigen  Tbetafanctionen. 
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Die  Constanten  xi  kann  man  anf  doppelte  Weise  darstellen ,  er- 
stens mit  Hülfe  der  Grössen  ftg(  )  nnd  zweitens  als  rationale 

Functionen  der  ursprünglichen  nnd  der  transformirten  Thetafunc- 
tionen  für  die  Nnllwerte  der  Argumente. 

Diese  beiden  Methoden  sind  durchgeführt  von: 

Königsberger,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen. 

Krause,  Acta  mathematica  3,  pag.  93. 

Müller,  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen.  Orunert's  Ar- 
chiv, Band  1,  2te  Reihe. 

In  der  vorhin  angegebenen  Formel  kann  man  eins  der  Glieder 
unter  dem  Summenzeichen  durch  einen  anderen  Repräsentanten 
#o("">  *")  ersetzen ,  so  dass  dann  eine  Gleichung  von  der  Form  be- 
steht: 

wobei  die  letzte  Summe  über  genau  dieselben  Verbindungen  zu  neh- 
men ist,  wie  vorhin,  mit  Ausnahme  einer  einzigen  und  zwar  belie- 
bigen.   Dieses  ist  dadureh  angedeutet,  dass  die  Summe  mit  einem' 

Strich  verseheu  ist.  Man  erhält  -—5—  solcher  Gleichungen,  und,  wenn 
man  um  halbe  Perioden  substituirt, 

^-njp-  2(»+ 1)    mit    (^V  unbekannten. 
Die  erste  dieser  4  Gleichungen  hat  die  Form: 

wobei  dann  zu  setzen  ist: 

V  O,"  Ot"*' 

Wir  denken  ans  nun  beide  Seiten  der  Gleichung  nach  Potenzen 
von  u  entwickelt  Dann  sind  die  Coeffidenten  der  Potenzen  von  «♦ 
rationale  Functionen  der  Grössen  &<,,  Ou'  nnd  Oa". 
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Die  Entwicklungscoofticicnten  bei   den  Functionen :  x^h — :  und 

&Jv'\  r") 

^-^t — r-  sehen  wir  dabei  als  unbekannto  Grössen  an. 

Wenn  man  nun  die  Cocfficientcn  gleich  hoher  Potenzen  einander 
gleich  setzt,  so  erhält  man  eine  beliebig  grosse  Anzahl  von  Bestim- 
mungsgleichungen. Eliminirt  man  aus  diesen  die  Unbekannten,  so 
ergiebt  sich  eine  grosse  Mannigfaltigkeit  von  Beziehungen  zwischen 
den  ursprünglichen  und  den  transformirten  Thetafuuctionen  für  die 
Nullwerte  der  Argumente. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  in  der  eingangs  erwähnten  Trans- 
formationsgleichung 2,  3  u.  s.  w.  Producte  durch  die  Repräsentanten 
ersetzen.  Wenn  man  alle  Producte  ersetzt,  so  erhält  man  für  den 
Fall,  dass  n  eine  ungerade  Primzahl  ist,  den  bekannten  Satz  von 
Jacobi. 

Führt  man  so  viele  Repräsentanten  ein,  dass  nur  ein  einziges 
Product  in  der  Summe  stehen  bleibt,  so  ergiebt  sich: 

n-1 
2 

i 

wo  die  Grössen  #o(ü(Z,i  ^'0  beliebige  Repräsentanten  der  »ten  Ord- 
nung bedeuten. 

Die  Aufgabe  lautet  dann: 

„Es  sollen  die  Potenzen  und  Producte  nter  Ordnung  linear  durch 
die  Repräsentanten  ausgedrückt  werden". 

Mau  kann  zwei  Wege  einschlagen,  um  diesen  speciellen  Fall  der 
Transformation  durchzuführen,  nämlich: 

1)  Man  drückt  die  Coefficienten  xi  auf  die  vorhin  angegebene 
Art  rational  durch  die  ursprünglichen  und  transformirten  Thctafunc- 
tionen  aus. 

2)  Man  führt  die  Transformation  der  nten  Ordnung  mit  Hülfe 
der  Transformation  (n  —  l)ter  Ordnung  auf  folgende  Weise  durch: 

Es  sei  eine  beliebige  Potenz  der  (n  -  1)  ten  Ordnung  als  lineare 
Function  der  Repräsentanten  («  — l)ter  Ordnung  dargestellt,  z.  B. : 

wo  die  Grössen  0«(t>W,  *W)  beliebige  Repräsentanten  (n     l)ter  Ord- 
nung sind. 
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Maltiplicirt  man  diese  Formel  mit  &ß(v,  t)\  so  ergiebt  sich  die 
Transformationsgleichung  nter  Ordnung: 

Das  Problem  ist  demnach  darauf  reducirt,  die  Producto  von  der 
Form:  &ß(v)&a(vü\  tW)  linear  durch  dio  Repräsentanten  auszu- 
drücken, so  dass  man  folgende  Form  erhält: 

welche  eine  Transformationsgleichung  n  ter  Ordnung  darstellt.  Genau 
so  findet  man  die  Übrigen  Producte. 

Wie  man  leicht  sieht,  enthält  das  Problem  eine  Lücke.  Es 
lassen  sich  nämlich  nur  diejenigen  Producte  durch  die  Repräsentanten 
ausdrücken,  in  denen  eine  einzige  ungerade  Potenz  als  Factor  vor- 
kommt. Die  Transformation  der  übrigen  Producte  ist  von  Herrn 
Prof.  Klein  (siehe  dessen  Arboit :  Zur  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen nter  Stufe)  auf  eine  von  der  unseren  völlig  verschiedene 
Methode  durchgeführt  worden. 

Man  kann  beide  Methoden  benutzen,  um  zwischen  den  ursprüng- 
lichen und  den  transformirten  Thetafunctionen  eine  grosse  Anzahl 
von  Relationen  herzustellen. 

Im  Sommersemester  1884  Hess  nun  Herr  Prof.  Dr.  Krause  im 
mathematischen  Seminar  nach  beiden  Richtungen  hin  arbeiten,  wobei 
sich  für  den  Fall  n  «=  3  eine  Anzahl  von  Relationen  ergab,  untor 
anderen  auch  fast  sämtliche  schon  von  Göring  gefundene.  (Göring, 
Mathematische  Annalen,  Band  7). 

Die  hierbei  auftretenden  Producte  &p(v)&a(v(?\  tW)  Hessen  sich 
durch  mechanisches  Ausmultipliciren  als  lineare  Functionen  der  Re- 
präsentanten dritter  Ordnung  darstellen.  Für  den  Fall  der  Trans- 
formation fünfter  Ordnung  war  dies  aber  nicht  mehr  möglich,  und  über- 
nahm ich  daher  im  Anfang  des  folgenden  Semesters  die  Durchführung 
des  schon  von  Hern  Prof.  Schröter  in  seiner  Habilitationsschrift  be- 
gonnenen, aber  nicht  zu  Ende  geführten  Problems,  die  erwähnten 
Producte  durch  die  Repräsentanten  der  n  ten  Ordnung  auszudrücken. 

Aehnliche  Probleme  sind  bereits  von  den  Herren  Krazer  und 
Prym  behandelt  worden,  und  zwar  in  bedeutend  allgemeinerer  Form. 
(Krazer  und  Prym:  Ueber  die  Verallgemeinerung  der  Riemann'schen 
Thetaformel,  Acta  mathematica,  Band  3,  pag.  240)* 

Diese  Betrachtungen  sind  jedoch  sehr  abstract  gehalten,  und  die 
Gewinnung  von  Thetarelationen  aus  der  Endformel   verursacht  be- 
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deutende  Schwierigkeiten.  Demgegenüber  ist  die  Schroeterfche  Methode 
durchaus  elementar,  so  dass  die  Durchführung  derselben  ebenfalls 
von  Interesse  sein  wird. 

Die  Abhandlung  wird,  entsprechend  den  beiden  Methoden,  in  zwei 
Abschnitte  zerfallen.  In  §  2  und  §  3  wird  die  erste  Methode  auf 
die  speciellen  Fälle  n  «=>  3  und  n  —  5  angewandt  werden. 

§  4.  wird  die  allgemeine  Entwicklung  des  Products  dp(v)#a(tM  ?<?)) 
bringen,  während  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  die  Anwendung 
des  §  4.  auf  die  Transformation  3  t er  und  5ter  Ordnung  behandelt 
wird. 

Als  Queren  far  die  Arbeit  sind  zu  betrachten: 

Krause:  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques.  Acta 
mathematica,  pag.  93. 

Maller:  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen.  Grunerfs  Ar- 
chiv, Band  1,  2te  Reihe. 

Krause :  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen  einer  Veränder- 
lichen.   Mathematische  Annalen,  Band  25. 

Göring :  Die  Te'iwerte  der  Jacobi'schen  Thetafunctionen.  Mathe- 
matische Annalen,  Band  7. 

Schröter,  Habilitationsschrift,  Breslau. 

Der  Grundgedanke  des  Thema's  rührt  nach  beiden  Richtungen 
von  Herrn  Profi  Dr.  Krause  her.  Ich  will  an  dieser  Stelle  nicht  ver- 
fehlen, ihm  meinen  Dank  abzustatten  für  die  Bereitwilligkeit,  mit 
der  er  mich  bei  der  Lösung  der  verschiedenen  Probleme  unterstützte 
und  auf  die  einschlägige  Litteratur  hinwies. 


Abschnitt  I. 

§  2. 

Die  Transformation  dritter  Ordnung. 

Für  den  Fall  n  =  3  lautet  die  am  Schluss  des  vorigen  Para- 
graphen beschriebene  Transformationsgleichung: 

*o(3t>,  3T)+<*#0(t>,  */a)  -  ct  V(».  »)• 

Mit  Hülfe  der  Substitution  um  halbe  Perioden  findet  man  fol- 
gendes Gleichungssystem: 


tf,(3<\  3r)+<%0,i>,  t/j)  -  «,»,»(»»  ■) 
#i(3t>.  3f)— e^fcj,  */,)  =  -*,#,»(»,  «) 
♦.(3c,  3t)  +  ^#,(t-,  t/j)-       «,#i»(».  *) 

ItiYidirt  man  sämtliche  Gleichungen  durch  0g*(t),  r),  so  erglebt  ilch : 


.V,3s>  ,     »o(».'/s> 

-  «1 

»0(3*,3s) ' 

0,(3e,3i)          *Bfp, 

Vi-,*)  -' 

'Ml«) 

*,(3ü,3») 
«*|3c,3») 

ö0(3e,3T) 

50  »* 

,»/.) 
,•/•) 

M».«> 
1 ».'(»,') 

»l(3r,3l) 
*»(3«.3t) ' 

»,(3t>,3i)         »,(», 

'»„■(•,» 

Ia  diesem  System  setzen  wir: 

#o(3f,3t) 

.  ^.(«1 

„  ««u 

=  m.M 

VS«)   """  »ofvÖ       T'" 

und  drücken  die  anderen   Quotienten   dnreh   elliptische  FunConen 
aus.    Dabei  setzen  wir: 

3^3»,  S«)  —  O.,     *,(p,»'f)  —  Oa',     »,<tr,T)  —  tt. 

Es  ist  rfsnn: 

».(».')      »■,/     *>*\      ».(3".3«>      O,      (      OS  Ofy 

•*,T)"».d"V"'».'f    ».(M«>=".''H3"V   <v)' 

<V«V«y      V.f   O,"  rj,"\ 

».(•,  «/.)  ~  <V    \"  V '  «VV 


»,(»,tl     ♦,    /    »,"v 


»,(3*^3«)     o,     /     o.»  o.*\ 

».O,3.)~"o," 

»,(■■■  tj       <Y_ 

»sO.'.s)  ~  «V 

#/3r.3r)        Of 

<V»r,4l)  ~  O.™ 

<V'.«J_«»' 

»^»al-'V** 


ftW+^SAW  -  <s 
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O*    /„    <V  0.*\     ,  .         OJ    I  O.'*  0.'*\    ,  #,8    .  /    0.*\ 

o»     /„   <V  OJ\    ,    ,     OJ     /  o.'*  ot'«\  *,8      /  *,»\ 

öocn  v3"  v'ötv^^"1""0  ö7cn  rv'örv^^v  CBv  w 


Wir  entwickeln  nun  sämtliche  Functionen  nach  Potenzen  von  u.    Die 
Entwicklang  der  elliptischen  Functionen  lautet: 

2 


snt4  =  ii--^rr^u»+  ... 


cnu  =»  1 —  ^  +  ... 


A  4 

dnu  «  1—  2{flu%-h  -•' 

<Po(v)  -*  y<>  +  y»w*+y4u4  +  ••  • 
*i(»)  =  yo'+yt'tti+y4'tt4+  ••• 

Dann  nehmen  die  Gleichungen  folgende  Gestalt  an: 

8fo+y2w2+---+<?ü(y<>'+y2'ttl+  •••)  —  e\ 

Es  gilt  nun  der  Satz,  dass  in  jeder  identischen  Gleichung  die 
Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  der  Unbekannten  einander  gleich 
sind. 

Wenn  wir  diesen  Satz  auf  unsere  Gleichungen  anwenden  und 
dabei  bis  zur  2nten,  resp.  (2n-J-l)ten  Potenz  fortschreiten,  so  er- 
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halten  wir  4*  Gleichungen  mit  2(n-|-l)  Unbekannten.  Da  wir  nun 
»  beliebig  gross  annehmen  können,  so  ist  klar,  dass  uns  beliebig 
fiele  Bestimmung8glcichungen  zur  Verfügung  stehen . 

Dabei  ist  aber  zu  beachten,  dass,  je  höher  man  geht,  die  Glei- 
chungen desto  complicirter  werden  und  sich  zur  Ableitung  von  Re- 
lationen zwischen  den  verschiedenen  Thetafunctionen  wenig  eignen. 

In  unserm  speciellen  Falle  wollen  wir  die  Coefficienten  von  u°, 
u\  u*  und  *8  einander  gleich  setzen.  Dadurch  erhalten  wir  8  Glei- 
chungen mit  6  Unbekannten.  Diese  letzteren  reduciren  sich  jedoch 
auf  4,  da  y0  und  y0'  bekannt  sind,  denn  es  ist : 

Die  Bestimmungsgleichungen  lauten: 
I  yo+<W—  *i 


m   30*0,  Ot'OJ     , 


w    0,       ,      OJ     ,        0,8 


VI 


Ö9**  ~~  2trs*O0  y°+*°  Ö0'  y*  "**  2VOtf'y°  ~      2C*  V*t 


30fOs      ,  9(fr(V(»/-W>       .  .  W 


WWW)  ,     *.• 

*•  #f«  H  ""rJ^fs 

TOT    O.  „0«<V       .     O,'     ,         Oi'O»'4     ,  3*?tV 

7111  ^y^9ö^^^    vWy;""# 

Mit  diesen  GleichungBSjstemen  combimren  wir  das  folgende; 

^s(3r,3T)+^^t(r,T/s)  —       <*Vrr  *;*•(***) 
^,(3r,3T)— ^fer,)  —       H*t*  (***)*%(**) 
*«(3r,3r)-fe,#f(r,f ",)  s-*V(»t*JV<'f*> 
Are*.  4«  Mtffc.  «.  Ffcj«.  &  Uüh$.  *Uü  OL  *• 
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Dividirt  man  wieder  durch  #03(»,  r)  und  führt  die  elliptischen  Func- 
tionen ein,  so  ergiebt  sich: 

«Po  (") + c»  9t  (»)  —  c8  ^  dn*  («,  ^  J 

?■■("»  SSM"».**) 

Wenn  man  nun  nach  Potenzen  van  t*  entwickelt,  so  bleibt  die 
linke  Seite  genau  so,  wie  beim  vorigen  System,  nur  tritt  %  an  Stelle 
von  ct. 

Wir  setzen  sofort  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  ein- 
ander gleich  und  erhalten: 


#J> 


2 


c*  v 


1     ttO  +  Wo    Ä  %  #* 

TT     °3         I        *V       t  ^3 

11      Ö^O+^ö^yo«^^ 

fr  4 

VI  t  **% 

U        9 

VIT    °1  „  _95k.0«4  „  _l,  °JL  „  ,     „  WO,'*    ,  *t» 
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Dies  ist  wieder  ein  System  von  8  Gleichungon  mit  4  Unbekannten. 
Zusammen  mit  ;dem  vorigen  System  haben  wir  also  16  Gleichungen 
mit  8  Unbekannten.  Diese  reduciren  sich  jedoch  anf  6,  da  in  beiden 
Systemen  die  Unbekannten  y%  nnd  y%'  donselbpu  Wert  haben. 

Man  gelangt  ausserdem  noch  zu  2  neuen  Systemen,  indem  man 
in  der  Gleichung: 

#0(3t>,  3t)  +  ar0  fr0(t>,  t/8)  =  rr,  #a*(v,  x)  &0(v,  x) 

das  eine  Mal  er  =  1,  das  andere  Mal  a  =  2  setzt.    Es  ergiebt  sich: 

#<>(&%  3t)  -f  cA  &0(v,  t/8)  -  c&  fr,  *(t>,  r)  #0(t>,  x) 
#8(3*,3t)  +  c4  fr8(t>,  r/3)  -  cb  V(«S  x)  #8(t>,  r) 
^(3ü,3t)  —  c4^(v,t/3)  -  -c6V(»,*)^ifa*) 
^(3ü,3t)+<?4^,t/8)  -      *5  Vfo*)**fa*) 

und  als  letztes  System: 

*o(3«>,  3t)  -f  c6  0O(*,  t/8)  -  07  V(»,  *)  *o(«S  t) 
fr8(3t>,  3t) + c6  fr8(t>,  t/8)  «      c7  bftv,  t)  #8(v,  t) 

*!&>&) -c**iMz)  =  -<*?  V(»,*)*i(»,*) 
#t(3* ,  3t) + <?6  frt(t>,  t/8) C?  V(*,  t)  &t(v,  x) 

Wenn  man  die  Unbekannten  eliminirt,  so  erhÄlt  man  ans  dem  ersten 
Gleichungssystem  folgende  3  Relationen: 


0» 


Aus  je  einem  der  3  letzten  Gleichungssysteme  resultiren  die 
Beziehungen: 

■    ^o9ot+o0'ot') 


ot' 

Oo' 

ferner  ein  analoges  System: 


10* 
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o0-%--7fcv°»o>+o>°'"> 

p-7t>--h$0<>0>+0«0») 


''S 

vS 

v8 

und  endlich  die  3 

eleganten  Relationen : 

O0Oa'- 

-  oao0' 

*« 

<w- 

■  oto0'  - 

*» 

A 

OzOt'- 

■  oto9' 

*o 

4. 

O0Ot'- 

■  oto0' 

*» 

o0ot'- 

■  oso0' 

tf, 

0,0,'- 

0,0,' 

">0 

Durch  Combination  von  2.  und  4.  erhält  man  das  Gleichungssystem: 


^t(O,0,'-  0,0,')  =  30,0,+  0,'O, 


*,« 


#n  ' 


5*  öhM0»0»'-  °*°A  ~  3OO0,+  0O'O, 


afiT(O0Ot'-Oto09)  -  3O0O2-}-<V<V 

Diese  letzten  3  Gleichungen  sind  schon  von  Göring  aufgestellt  wor- 
den. (Göriog:  Ueber  die  Teilwerte  der  Jacobi'schen  Thetafunctionen, 
Mathematische  Annalen,  Band  7,  pag.  311.  Formel  22). 

Die  beiden  Gleichungssysteme  4.  und  5.   ergeben  noch  die  Be- 
ziehung: 

6.    *08(<W— <fc<Y)  + <Wo<V—  0*°o')  ra  V(<W— <W) 

Es  erübrigt  noch,  die  Beziehungen  zwischen  je  drei  Repräsentanten 
aufzustellen.  Aus  dem  in  §  1.  gesagten  ist  ersichtlich ,  dass  für  don 
Fall  n  =  3  Relationen  von  der  Form: 

existiren  müssen.    Wir  betrachten  den  speciellen  Fall: 
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Durch  Substitution  halber  Perioden  erhalt  man  das  System: 

»,^..+,4,  *->,»,(., '-±i-6)-o 

Berechnet  man  <%  and  ex  aas  den  ersten   beiden  Gleichungen,   so 
findet  man: 

O0'09m—Os'0om  <V'<V—  °i"0(,' 

"o"  —  00"Oa"~Os"00'       «i  —  —  Oa"Oam—  Os"ö0™ 

Andrerseits  ist  aber  nach  der  Jacobi'scben  Relation: 


Durch  Vergleich iiDg  dieser  auf  2  verschiedene  Arten  gefundenen  Coof- 
fideiiten  findet  man  folgende  Relationen: 

0,'Of—  O0'Ot'=  a  (O0"Otm—  OJ'Of) 
°o'0*"— °j'<V—  «*(O0"Oa*  -  Os"O0") 
Os'O0"—  Oa'Osm=  <r*(0o'Os"—  O,'O0") 

Ebenso ,   wenn  man   <*,   und  e,  aas   je  2  anderen   Gleichungen  be- 
rechnet: 

Oj'Oo"— 0Q'0,'=a  (OQ."0am—Ot"o0m) 

Oo'Oj"— O,'O0"=  o*(Ofl"Os"— O/'Oo") 

Oi'Oam— O0'OtM=  aHO„'Ot"—  Ot'o0") 
and: 

0t'O*-0i'ot"—a{0t"0tm— Ot"08") 

Oj'O,"— 0*'°s"=«,(0s"°*"— °*"°s1*) 
0t,0i"-03'01'=  tt\Oa'Ot»~Ot'Ot") 

Oo'(°f'0i'-°»'0s")  —  «  O0"(Ot"Of—ot" 
O9'(0t"0s"—Ot'0t')  —  tfOf^OfOf—Oi* 

<V*(°*'<V-  0*m°sm)—  «,0<T(0i"(V—  °»'' 
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O>'(O0'O,'-OQ"Of)  -  a  Ot\0*0%"-0»0») 
OJW'Of-OM)  =  *Of(0*0~  -0»0») 
Of(O0'Ot'-OQ"O*)-  tt208W<Y'~°o'<V) 

Es  ist  klar,  dass  man  die  Repräsentanten  noch  auf  3  andere 
Arten  zu  je  dreien  combiniren  kann  und  daraus  ebenfalls  eine  grosse 
Anzahl  von  Relationen  erhalten  kann.  Ich  unterlasse  dies  jedoch  und 
wende  mich  zum  Fall  n  —  5. 

§3. 
Die  Transformation  fünfter  Ordnung. 
Für  den  Fall  n  «=»  5  lautet  die  erste  Transformationsgleichung: 

Bildet  man  nun  durch  Substitution  halber  Perioden  die  entsprechen- 
den Gleichungen  und  setzt  der  Einfachheit  halber: 

v  =  5i>,    t'  =»  5t,    v"  «=  t>,    t"  =  t/5, 

so  ergiebt  sich  folgendes  System: 

^0(5ü,5t)  —  x1»0(v,rl5)+x2^0B(v,t)&12(v,T)+xzir0(vyx)&^(v,T) 
^8(5v,5t)  =  «Ah^+XjVK^VK^+^s^W»*) 
^(5*,  5t)  —  ^i(»iT/5)+¥i3(^T)VKT)+^iKr)VK') 
#2(5*,5t)  -  «j^t/sJ+^^WvJ+^W»^) 

Dividirt  durch  Vfo*)* 

^o(5t%5r)  fr0(p,  t/5)  fr'fr,  t)  fr^fo  t) 

fr3(5t>,5T)fr0(5t?,5T)       fr8(t?,T/5)  *0(t>,  t/5)       #83(t>,  t)  Vfa  t) 

fr8(ü,  T)  *i4(», *) 
~^3#o(*>,t)V(»,*) 

*i(5«,6t)  »0(5i?,5t)        ^(p,  t/5)  fr0(t>,  t/6)        fr^fo,  t)       frt(t;,  t) 


Rohde:  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen.  151 

*g<5«7,5T)  frpCfo, 5t)        fr»(*W5)fr0(t?,T/5)        ^8(t>,r)  Vfat) 
#0<5*,  5t)    V(»,  *)  *"^o(^  */ö)  VK  *)  "^ V(»i  T>  VK *> 

fr,(t>,  T)  Vfa  T) 

Wir  setzen  nun: 
#0(5*,5t) 


V 


^-^M    und    ^--  =  9jW 


Führt  man  jetzt  die  elliptischen  Functionen  ein,  so  gestalten  sich  die 
Gleichungen  folgend  einlassen: 

o.     /,    o»*  <V\   ,  %       cy    /    o3'»  cy»\     .  . 

^  cn  ^5«  äHf.  ö-,J9'o(«') "  «k  S^«  V  »  "v  •  07^ j  *<• ) 
+^-^r-^("'4)dn  (-5?) 

+*,  W  CD  («,  ***)  <ta«  («,  Jg) 

Es  ist  aber  ebenso,  wie  früher: 

Entwickelt  man  jetzt  die  Functionen  nach  Potenzen  von  u  und 
setzt  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  einander  gleich,  so  er- 
giobt  sich: 

I    yo  =  «iSfo' 

„     5Of0s  0,'<y  ^ 

3  9  3 
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9-  * 
V   y»  —  *!  y»'+ jp  ** 

_T        25V°s8      ,°»  V0»'6       ,,<V       , 

VI    ~  "2VC>7 y°  +  Ö~ y» = ~~ 2VÖÖ7 "*•  +  Öö"'  *lJ" 

y(2»aH-3V)    "  WV+V) 

~~        2»,V        **"       *W       ** 

lSJÖOg^V+V)        50s0,             <Y5<V(V+V)       , 
6V5"  y°+    V.  V% 6V5  *** 

J_  °*'0»'    .,  >  4_  *»s ,      WW) 

,„„        250.0.<      ,  o%  oJo.'*       ,  ,   O,' 

7111    -  2V^yo  +  ^y* PTÖ-'^o  +  ö"5  *<* 

V(3»8M-2»»*)        »»(V-HV) 

-        2VV       **~         2*ofi        ** 

Ebenso  ergiebt  sich  das  2te  Gleichnngssystem  nach  Einführung 
der  elliptischen  Functionen: 

O.      /„     03*  OJ\     ,  s  O'      (      0  '*  0'*\      ,  x 

ot  m  V5"  V'  ö?)n{v)  ~  x*  ö? sn  \  u  V '  ö?)  *l(o) 

+**  vcn  V*5  v)+a,e  ~^  ca  v'  «?/     VM'  Vi 

and ,  wenn  man  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  einander  gleich 
setzt: 
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^  jro  -  ^7*4*0* +5-6*6+  -§rr  *6 

50,0, 


v-**» 


<V<V 


^-«4^0 


&Ä* 


0/ 


tftfo 


*A6 


2   ~  -Lv*  J  «. 


0,  25Vö85 


<V 


V<V5 


5W 


O«,**  —    2V^0  y°  "  ^  ***  """  2VQo'  X4y°  ~"    V    H 


V(2V+3V) 
2^V       *6 


(V+V)<Vft<Y  x    .  1  V, 


O,  25o3408         02' 


<V<V* 


5V 


öo^-  ^V^o  y°""ö7X4y* ""  2V<V  **°  ""55?^ 

V(3V+2V) 
2VV       ** 

Das  dritte  System  lautet,  wenn  man  die  elliptischen  Functionen 
einführt: 

O        (      O  *  O  *\  O '      (      0  '*  O  '*\ 

ö"811  V5*  v'  (vJ *>(")  - *» 07 cn  V  "  v ' 07*/  *l(p) 

+ x8  J£  sc*  («,  *%)  +*,  Jj  sn  («,  J£) 

ö0 »  V5*  V'  ö?)  ^v) =*'  cv «  (  "  V'  07*)*^ 

und  hieraus  folgt: 
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TT  o,       <y  v .    V*4 

11  ^«  "q/^ +^  V+*9  ~v~ 

50g08         <Y08'       ,  ,      *, 

3  8  S 

t/o  ^0  ^0  M> 

-       2VV       *» 

vtt    *°^  125(VWXVOt  ,         <Y<Y  „  ,  , 

vu       &8*    y»  6V®~  °ö      ^3*      7  ° 

(^t4)QW      ,    »*(V+V) 

—  -        6^3iö  *7  Vo  -       ^5        *• 

02  250a*02  O,'        f     08'<(y         ,     5V 

V1U    Öö  y* "~  2VO0  y°  ■"  07  *?y*  ~~  2VO0'  ^yo  "~  20-06^8 

*i(V-HV) 


2*.* 


«9 


Aus  jedem  dieser  3  Systeme  erhält  man  noch  2  andere,  indem 
man  statt  ^!4(«,t)  und  $i2(i>,t)  setzt: 

1)  V(»i*>    «ad    V(»>*) 

2)  V(«S*)    ™<*    V(*,*) 

Die  ersten  Gleichungen  des  ersten  Systems  würden  nach  dieser 
Aenderung  lauten: 

\{bv.  5l)  =  XX      \(V,  T/5)  -f  Xt      Vfa  T)  Vfa  t)  +  Xs      ^0(v,  T)  V(»)  *) 

und: 

*0(6»>&*)  =  *i    V*i*/ö>+*i    V(v)V(v)+^    V<>,*)V(»,*) 

wobei   selbstverständlich  a^,  ar2   und  <r8    in  jeder  Gleichung  andere 
Constanten  bedeuten. 

Es  existiren  ausserdem  noch  einige  andere  Transformationsgiei- 
chungen, die  man  erhalten  kann,  indem  man  in  den  ersten  Gleichungen 
des  ersten  und  dritten  Systems  statt  *V(t>,T)  die  Producte: 
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In  diesem  Falle  gestalten  sich  z.  B.  die  ersten  Gleichungen  des 
eisten  Systems : 

and: 

V5r,5t)-x,  »o(«W5)+**  VfoW(«'.*)-te  V«>,*)VO',*)V(«',*) 

Wir  haben  also  eine  grosse  Anzahl  von  Bestimmungsgleichungen 
gefunden,  die  wir  zur  Auffindung  von  Thetarelationon  verwerten 
können. 

Ans  den  4  ersten  Gleichungen  des  ersten  Systems  in  Verbindung 
mit  den  dazu  gehörigen  beiden  Systemen  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

Oö00'(50A-0sOs')=V»(OA.-OoO,')-V»(Oj00'-0008') 
1.     O,O,'(5O0O3  -O0'C8')=V3(O0O,'-OsO0')_*0»»(OA'—  oßj) 

oso9'(5O0o2_o0'o,')  -VjW-  <W)-*W0»08'  -  W) 

Ans  dem  2ten  System  erhält  man: 


^-'(502Os-  0,'0,')+  -^(5O0O8-O0'Os') 


^'(5O0O8-O0'O,') 

"3 


Ans  1.  ergeben  sich  durch  Combination  der  3  Gleichungen  unter  sich: 


(bO0Ot+&0&t)(&sO0,+90Oi')O9: 

3.      {b0t0a-»t&3K&30t--&tO3')O^ 

(5O0Os-*0^3)(*eO3'-*sOo')O4 


K»oM-0o'<V)(*s<VH>oOi)<Y 
Ws  -o,'os')(^0o8-*30o)o»' 


Darcb  andere  Combination  erhält  man: 


(*,08-#304)(08^ 
4-         (*s00-^o08(*800*- 

(»0<W-*«<W(o*,*b- 

und  endlich: 


W)Ot 
■»tO„-)03: 


(50,03-»^3)(5^,-0*  0/)<V 
5.    (5O0O8-*0^8)(5do^s-O0  Oj  )Of: 


>i9tOt-0#t){9tO,'-»,OtW 

<  V,-<W'V  »„-WM 
i»<,ot+9to0)(o(,:->t+ot'»„)0.t' 


Durch  Zusammenfassung  von  3    und  4.  gelangt  man  zu   folgenden 
Relationen: 


s 
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<»,», 

-o,o,)(»,<v 

*»0a')*o 

-<»A 

-Oä 

<V)(*,os 

(»0»J 

-O0Oj){ff0Os' 

-SgO0')*, 

~(*A 

— <\, 

os')(*»o0 

(»o», 

-0,0,)(»,0,' 

-S0<V)*S 

-(»0»! 

—  O0 

Oi)(»0Os 

-5,O0)O,O5' 


-<VOs')<#s03— ?gO,)V=(50tOs  -*AK#3(Y-- ffjOj'JOoO,,' 
O0  O,)(*gO0— &0Oi)9ill=(bOoO!t-&(l3-i)(&oOa:-»!.Olt')OtOt- 
0Q-Os-)(&0Or^-9i00)9ia^lbOaOt+»Q&a)[»aO(l'+»0Oi,)0:iOs' 

weitere  Reibe  von  Beziehungen  ergiebt  sieb,  nenn  man  die 
Gleichungen   des    ersten   und   2ten  Systems  hiozunimmt 
ntspringen  folgende  Gleichungen: 

(5<V—  <VJ){5<V-&V+0|'lt)  = 
8.     {5O0*—  O0'*)(5O0* -6V+O0'*)  = 
(öOs"-  09ä)(5O,a  — 6ff3s+08'*) 

i  noch: 

i'i)(5*V— 4^M-°s'*)=2tf8*(5Os*--03'1()— 2ff0i(öO0i-Oo'1) 

,»)(5Os*-4V+°s*)'=2V(5O,*-O,'1!)-2*0»(öO0*—  O0'*) 

ich  fuhren  wir  die  Beziehungen  zwischen  je  einem  Prodnct 
nnng  nnd  3  Repräsentanten  an. 

nehmen  als  Beispiel  einen  speciellen  Fall,  nämlich: 


,J?) 


+sa\ 


».'(o. •)»."(»,  «)=»,».(5».5')+i,»i(»,'/«H-»4».(»,   ^— ) 

»,'(», ') »üV,  •)-■.»,(!>,  5»H-«i»i(<S  '/()+•  •»■(■>,  ^p) 
ir  nun  w  =  0  setzen,  so  ergiebt  sich: 


I  -ff,VV    O,'     0,"  I 


JRokde:  Zur  Transformation  der   Thetafunctioncn. 


157 


*8 


o«, 

0                o0" 

Oo 

Oo' 

wo 

o, 

0                     0," 

• 
• 

os 

o,' 

o," 

0% 

-W*»*   ot" 

o» 

<v 

0," 

o0 

o0'                0 

O0 

O0' 

os 

<V               o 

• 
• 

o, 

o8* 

os" 

0, 

<>*•  -*iw 

1 

u 

o,' 

o," 

Ebenso  kann  man  «,,  x,  und  a^  auf  3  andere  Arten  berechnen,  und 
man  findet  durch  Gleichsetzung  der  Ausdrücke  neue  Relationen. 

Auf  dieselbe  Weise  gelangt  man  zu  den  Beziehungen  zwischen  je 
4  Repräsentanten,  indem  man  z.  B.  setzt: 

Ich  unterlasse  jedoch  die  Lösung  dieses  Problems ,    da  die  Methode 
den  bisher  angewandten  vollständig  analog  ist. 

Es  lässt  sich  demnach  auf  die  von  uns  bis  jetzt  behandelte  Weise 
eine  beliebig  grosse  Anzahl  von  Relationen  darstellen.  Man  gelangt 
jedoch  nicht  zu  einer  symetrischen  Darstellung  der  Potenzen  und 
Producte  nter  Ordnung.  Die  Lösung  dieses  Problems  wird  nun  die 
Aufgabe  des  zweiten  Abschnitts  bilden. 


Zweiter  Abschnitt. 

§4. 

Die  Entwicklung  der  Potenzen  und  Producte 
nter  Ordnung  in  Fourier'sche  Reihen. 

Die  Aufgabe  des  zweiten  Abschnittes  ist: 

,.Es  sollen  die  Potenzen  und  Producte  der  nten  Ordnung  durch 
die  Repräsentanten  nter  Ordnung  ausgedrückt  werden". 

Dieses  Problem  ist  bereits  vou  Herrn  Prof.  Schroeter  behandelt 
(siehe  dessen  Habilitationsschrift)  und  für  die  Potenzen  bis  zur  sechsten 
Ordnung  jdurchgefübrt  worden.  Schon  bei  der  fünften  Potenz  aber 
können  die  Coefncienten  nur  mit  Hülfe  quadratischer  Gleichungen 
bestimmt  werden.  Ueberdies  bemerkt  Herr  Schroeter  selbst,  dass 
bei  den  Potenzen,  die  grösser  als  6  sind,  seine  Methode  nicht  zum 
Ziele  zu  fuhren  scheine. 


158  Rokde:  Zur    Transformation   der    Thrtafuncliontn. 

Endlich  hat  Herr  Schroeter  nur  die  Potenzen  der  TbeUfanc- 
tionen,  dagegen  nicht  die  Producte  derselben  behandelt. 

Im  folgenden  soll  nnn  gezeigt  werden,  dass,  und  wie  durch  eine 
leichte  Modifikation  des  Schroeter'schen  Verfahrens  die  Lösung  des 
Problems  bedeutend  weiter  fortgeführt  werden  kann,  wie  denn  ins- 
besondere der  Fall  «  —  5  seine  völlige  Erledigung  findet. 

Wir  erhalten  die  Potenzen  und  Producta  der  nten  Ordnung,  in- 
dem wir  diejenigen  der  (n-l)ten  Ordnung  mit  einer  beliebigen  fun- 
damentalen Thetafunctiou  multipliciren.  Dabei  treten  nnn  auf  der 
anderen  Seite  der  Gleichung  Producte  auf,  deren  einer  Factor  die 
fundamentale  Thetafunctiou,  der  andere  ein  Repräsentant  (»  — l)ter 
Ordnung  ist..    Das  Problem  ist  demnach  anf  folgendes  zurückgeführt : 

„Es  sollen  die  Producte  der  Repräsentanten  (n — l)ter  Ordnung 
mit  einer  beliebigen  fundamentalen  Tbetafnnction  gebildet  werden". 

Dazu  machen  wir  die  beschränkende  Annahme,  dass  n  eine  Prim- 
zahl ist,  und  bezeichnen  diese  letztere  mit  p. 

Dann  haben  die  Repräsentanten  der  j>ten  Ordnung  die  Form: 

»a(px,pr)    und    #„U,  T"*"    M. 
a  die  Werte  von  0  bis  p — 1  annehmen  kann. 

Wir   haben  die  Form  — — -  statt  der  Bonst  üblichen 

P  P 

Ihlt,  weil  sie  bei   spateren  Rechnungen  einige  Erleichterungen 
ihrt. 

Von  den  Repräsentanten  der  (p  —  l)ten  Ordnung  beschränken 
uns  anf  die  bekannten  von  der  Form: 

*,((j>-1&(P-1W    nnd    *«(*»|if)- 
E  alle  Werte  von  0  bis  p  —  2  annimmt. 
Es  sind  demnach  die  beiden  Producte  zn  bestimmen: 

•**SiW(«.-lK(F-iM    und  »ß(*,r)»*(x,  ^i|) 
i  gehen  wir  auf  das  schon  von  Schroeter  behandelte  Problem 


IttkJ*-.  Zm-    Timtfarmmtim  der    3lA/imrtRn«».  J5J) 

Hu  soU  dis  Prodnct  bilden: 

Ei  ist  mm: 

&3(r,ffr)ff3(y,^T)  =  £2:e»'«-"n»+-V'+*"+a"#]   (m  und  ..  V01I  -«-bis«) 

Wir  Betzen: 

n-m-f  A 

und  erhalten: 

»,(«,«)*,(y,jSz)  =  2Ä»(-,Wflr4ja,(I4»'I)i|ta(,t«|»i| 
(A  von  —  qo  biB  qo  ) 
Setzen  wir  nun:  («+/S)r  statt  t,  so  bekommen  wir: 
9,(iI,o(o+ft»J#,(M'(H-/»)i)=-2^«,"Il"('+'"  W'+*W"  I »»1«+*)  I  »»I 
Jetzt  fahren  wir  ein: 

wo  n  von  — od  bis  +  «  nnd  p  von  0  bis  e-f-ß —  i  zn  nehmen  Ist. 
»ihi(H*t)»i£R«»WW 

^-0-- 
»— ß*  für  m  eingefahrt : 

Setzt  nun  jetzt:  i  stall  («+PK  so  gestaltet  sich  das  Prodnct: 

lltO: 


S»ch  Ejeaan  farwLm  Iferfuufe  iwihan 
ud  ndesi  cb  *7wa  via  I  Sieü'Jun 
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I. 

&s(x,cn)ds(y,ßT) 

~2e*Wß*+*nrld's(x\-y+itßr,  («+ß)r)&s(«y-ßx+l*«ßi-  *ß(*+ß)*) 

&3(x,  a  t)#2(y,  ßr) 
=Ä*»I(/*+|)*>;**+2w]^^ 

"  «ß(a+ß)r) 

#<,(*,  «*)#<>(&  0T) 

a— ß 

^SenWP'+Wv-W^x+y+pßT,  (*+ß)t)$si«y—ßx jp  +H3*i 

^3(a?,«T)^0(y,/5t) 

Setzt  man  jetzt: 

x-\-ay  statt  <r    und 
— x-\-ßy  statt  y, 

so  gestalten  sich  die  Gleichungen: 

n. 

*ß(«+ß)*) 

^s(«+«y,  aT)^0(— «+/5y.  0t) 

A» 

In  den  3  ersten  Gleichungen  dieses  Systems  (die  4te  gebrauchen 
wir  später),  setzen  wir: 


/u=0 
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x  =*  Oy         a  =  p  —  1,         0  =»  1 

und  nehmen  an,  dass  p  eine  ungerade  Primzahl  ist. 

Wir  erhalten: 

lila. 

*3«j>--i)y,(/>-i)Wy,*) 

*,((|H-l)y,(|i-l)r)*f(y,r) 

*o((i»-i)y,(p-iW*o(y.*) 

Ferner  substituiren  wir  in  der  ersten,  2  ton  und  4  ton  Gleichung  dos 
Systems  II.  folgende  Werte: 

y  =  0,        a  =  p—\  0  =  1. 

und  führen   — ^  statt  %  ein,  wo  |  alle  Wcrto  von  0  bis  (p — 2)  an- 
nehmen kann.    Wir  erhalten: 

fflb. 

iti  \  yr 7—  2aa: ,       /       T_Lj:         T_Lfc  t 


w»,  *+*)».(**  Jz-y 


äi     p  —  2i 


Ze      '        "-1  ^ 


y— *f 
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Diese  6  Gleichungen  bringen  wir  in  eine  andere  Form. 

Die  erste  Gleichung  des  Systems  III.  kann  man  auch  schreiben : 

**((j^-i)*(p-i)*)*s(**)  =  Mpy,p*)#3(0,P(p-i)T) 

43§T*V*+3w]»B(  «r+fir,iiT)*,(fi(  p-l)r,  j>(p— 1)t) 

Da  p  nun  ungerade  ist,  so  muss  die  Zahl  der  Summanden  unter  dem 
Summenzeichen  stets  eine  gerade  sein. 

Wir  wollen  nun  die  Summe  zweier  beliebigen  Glieder  bilden,  die 
gleich  weit  vom  Ende  abstehen,  also  die  Summe  des  fiten  und  des 
(p—p)ten  Gliedes.    Dieselbe  wird  lauten: 

c^^^y^sipy+iir.pz^i^p^l^pip^l)^ 

Das  letzte  Glied  der  Summe  wollen  wir  etwas  umformen: 
eni[(p-/x)*T+2{p-tA)y]fr3(py_fa)r—llt^  pT)#3(  ^(p— i)T— p(p_-i)Tj 

p(p  -1)*) 

*5(w-^ii«)«-**^1)r"^to~,)f^»(f*(p--i)*»p(i»-iW 

-«»^^-2M«*s(w— t",P*)&z(t*(p-Vr>P(P  -1)t) 
Die  Summe  der  beiden  Glieder  ist  also: 

und  die  Gleichung  lautet,  wenn  man  zugleich  z  statt  y  einführt : 
&*((p-lMp—D*)M*,  *)  =  *s(0*p(p-l)r)&s(px,  F) 

+2^«**#s(fi(p  ~l)r,j>Gp— 1)t(  {e***«frs(  pa4-|»T,pT)+«-2***X 
""  ^(px—PhP*)} 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  alle  übrigen  Formeln  des  Systems 
III.  umgestalten,  so  dass  man  erhält: 

IV. 

*s((f>-l)*i  <P-l)*)*8(*i  *)  -  *a(0,|>(p-l)*)#s(j*il») 
P— 1 

+Ä*4»**fr8(fi(|>--l)T,j>(p  - l)r){c2^^^3(^+^T,i)T)+c-2^>,x 
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p—z 

+^«***W***«(ÖH- })(?  -  l)ij>(p-l)r)  {e2»'l«+2>*#s(  p*+(f»+i)T,pr) 

-,  e^.tu+Dx^Cpx-Ctt+iJT.pr)} 

So((p— 1)*,  (p-l)t)#0(*,*)  =  #o(Qri>(j>--l>*)0s(lWiJ») 
2 

^,(x,  r-K)*s(*,  ^r|)  -*,  (o,?^!if )*„(;>*,  Kt-K)) 

p-1 

** 2~ 

B  — 3 


2 

^»^+i>tfs(i«+(H4)(*-B),p(H-£)) 

+€r*rto»+w*  *s(px-  (M+1)(*-H),i>(t-R))} 

{«a«»«»«)*,(|w+fi(«+«)fp(f+0) 

In  diesen  Gleichungen  kommen  nicht  die  Repräsentanten  der 
»tcn  Ordnung  selbst,  sondern  die  Teilwerte  derselben  vor.  Wir  ver- 
suchen demnach,  diese  Teilwerte  in  die  Form  von  Repräsentanten 
zu  bringen. 

11* 


S 
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Dazu  gehen  wir  von  Betrachtungen  aus,  die  schon  von  Schroeter 
in  seiner  Habilitationsschrift  angestellt  und  teilweise  durchgeführt 
worden  sind. 


Es  ist: 


$z(x,  Z)  —  2k*»TAfr-f 2A*] 

h 


Wir  führen  nun  ein: 

wo  p  eine  ungerade  Primzahl  ist,  und  n  alle  Werte  von  —  oo  bis 
-f  oo,  fi  dagegen  die  Werte  von  0  bis  (p— 1)  durchläuft. 

Dann  erhalten  wir: 

ju=0     n 
fx    n 


Statt  r  setze  ich  jetzt:  — - — r,  erhalte  also: 

V 


8(/KC+fiT  j2P(>f*,pT+2PppJ 


('['*^+^8+2^k(iH-^pr) 


7t* 

/* 
Es  ist  aber  nach  dem  zahlentheoretischen  Satz  von  Fermat: 

ßp-1  =  1  mod^ 

wo  ß  kleiner  als  p,  und  zu  p  relativ  prim  ist.     In  unserem  Falle 

ist  also: 

2*-1  —  1  =Omod|). 

Wir  nehmen  jetzt  a  als  eine  ^te  Einheitswurzel  an. 

Es  ist  demnach: 

Qmodp  p— 1  p—\ 

ap  B  «  »      ft2      -1Ä  a(2      -l)eu«  ^  l 

Wir  dürfen  also  a*     f  *  durch   a(^~~  -1)«*4*  dividiren,  ohne  seinen 
Wert  zu  ändern. 
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Wir  haben  also: 


i      *±£Q\2a0fi%e     L     P  J 


&a(px+l",Pr) 


Jetzt  multipliciren  wir  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  a-e«»* 
und  summiren  nach  q  von  0  bis  (p — 1).    Dann  ergiebt  sich: 


o  V  i>       /  0    l  o 


X 


$s(px+P*>Px) 
wo  ^j  der  Reihe  nach  =  0,  1,  2  ...  (p  -1)  zu  nehmen  ist. 

Führt  man  nun  die  Snmmation  nach  q  durch,  so  treten  bei  con- 
cantem  fix  sämtliche  jpten  Einheitswurzeln  auf,  und  die  Summe  dieser 
ist  bekanntlich  «=  0.  Dabei  ist  aber  die  Bedingung  zu  erfüllen,  dass 
p(fi* — fij2)  ein  Nichtrest  moip  ist.  Es  werden  also  diejenigen  Glie- 
der, für  welche  p(fi2— f*i2)  =  Omodj>  ist,  sich  nicht  fortheben,  son- 
dern mit  dem  Factor  p  auftreten. 

Da  wir  p  als  ungerade  Primzahl  angenommen  haben,  so  ist  q 
stets  ein  Nichtrest  mo&p.  Wir  haben  also  zu  untersuchen,  in  wel- 
chen Fällen  f*a — fi22  =  0  modp  ist. 

Dies  ist  im  allgemeinen  2 mal  der  Fall,  denn  es  ist  dann: 

f*2— f*i2  =  (f*  —  f*i)0*+fh)  =  0  modp. 
Diese   Bedingung    wird  erfüllt,    wenn    fi— f4  -» 0     und    wenn 
H"Pi  ö  Pt  ä^30»  wenn  p  =»  pt  oder  p  —  p — ^  ist. 

Dabei  bildet  jedoch  der  Fall  pt  «=  0  eine  Ausnahme.  Es  kann 
hier  nie  p+fti  *■  P  se*n»  da  p  nur  Ton  0  bis  p—\  fortschreitet.  Es 
wird  also  nur  diejenige  Summe  mit  dem  Fafctor  p  auftreten,  in 
welcher  p  —  f»,  «  0  ist 

Die  Formel  lautet  demnach  im  allgemeinen: 

f— .  (..  ¥») 

*«P -fh)s-f i*      \(P  - f»i)^+2(p  -|4).l 
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oder,  wenn  wir  p  an  Stelle  von  p,  setzen: 

e     L      P  -*&3\pZ'T(i'c,PV-Te     l  P  J 

Hieraus  folgt  anmittelbar  die  gesachte  Formel: 

ö        p  {<?"** &3(px+nt,pT)+e-2"iti*&s(px— tiT,px)\ 

Po  s\  P     / 

wo  fi  die  Werte  1,  2,  3  ...  (p— 1)  annehmen  kann. 

In  der  Sehroeter'schcn  Arbeit  lautet  diese  Formel  anders,  und 
daran  liegt  es  auch,  dass  Herr  Professor  Schrooter  die  Transfor- 
mation 5ter  Ordnung  nicht  vollständig  durchgeführt  hat. 

Auf  analoge  Weise  gelangt  man  zu  2  ähnlichen  Formeln. 

Ich  stelle  hier  alle  3  zusammen: 

A. 


T 


p.,  •V*»  ~p   ) 


»»'(*»-H)*- 


1p-l        p-3  /        T+2ty\ 

4^-2^,0«+.), #a(px-(n+l)r,PT)}=.  -  Za -*      ^M+Dl»t\x,  -L!) 

T 
•     9 

ntur- 

Diese  3  Gleichungen  können  wir  nun/ benutzen,  um  die  Aas- 
drücke auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  in  dem  System  IV.  in 
die  Form  von  Repräsentanten  zu  bringen.  * 

Die  erste  Formel  des  Systems  A.  lautet : 
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e      Pi^""x9s(px-]-u,T,ji%)+e-2nii"^3(pi:~itT,pT)} 

Führt  man  (p — l)i  an  Stelle  von  t  ein  nnd  setzt  gleichzeit 
so  erhält  man: 

2p  o  *  SV  P 

Wenn  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander  multipl 
findet  man: 

Der  Ausdruck  links  findet  sich  ebenfalls  in  der  ersten  4 
des  Systems  IV.  vor.  Benutzen  wir  also  die  soeben  gefand 
im],  am  die  genannte  Gleichung  umzuformen,  so  ergiebt  si 

Aehnlich  lassen  sich  alle  Formeln   des  Systems  IV.  nmgest 
dass  man  erhalt: 

V. 
»,((p-l)i(p-l)i)»,(»,i)-»,(0,P(p-lW»,(Äpt) 

p-1 

+ 


<p*  .'    <>e  *V  v        1 ..  \       v 

p-l)«,(,.-l)«):r,(i,r)-»,(0,f 
f-3 

1       2     p-1         p-3  / 

4>    o      ov  \ 


»l«p-lK(p-l)')*i(*,«)-*»<0,p(p-l)T)*1(|«,p») 

P-3 


2^-/~Whi»  »t  (x 
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V. 


fro(0>-l)*,(p-l)r)#0(x,T)=£0(0,p(;>-l)r)*,(p*,pr) 
p-1 

p-1 


p-3 


8  V  '       p(p-i)     ) 


J>-1        p-3 


g^rv*i  «■»,(.,  !±£±*Ä\ 


*.(*,*+!>»,(*,  ^±|)  _  *o(**£if)».torfH-*)) 


+ 


p-1 

1       2     p_! 


5"  *5w*  '-^^f^r^M,  ***) 

In  den  letzten  3  Gleichungen  setzen  wir  statt  f : 

1)    2£     und     2)    2£-fl. 

Dann  zerfällt  die   4te  Formel  des   Systems  V.  in   folgende   beiden 
Gleichungen : 

»»(«.  ^  («•  p3)  -  *.  (0,P^)*s(^,pr) 
p-1 
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p-i 


2  P-i 


V       ,a   /      t+2£+1+2pP\ 


Wir  formen  beide  Gleichungen  etwas  um: 


(^i-^ 


M„>(  !±K±?Ü)  _  ,,(,,  «+2>H-n-^--^l)fl\ 


also  unter  Berücksichtigung  des  Format'schen  Satzes: 


**(*, 


T+2PQ+2Pg\ 

p       ) 


Wenn  man  in  der  letzten  Summe:  p— £  statt  p  setzt,  so   nimmt  die- 
selbe folgende  Gestalt  an: 


^„-<c-^3(,,  r^).^W^(«,  H*.J 


In  der  vorletzten  Summe  setzen  wir   q-\-\  statt  p  und  erhalten: 


p-i 


2p  -i— l 

Es  ist  nun  nach  dem  Lehrsatz  von  Fermat  eine  ganze, 

P 
2p— i—i 

also  2£  • eine  jrenuie  Zahl     Man  kann  aber  bei  den  Functu>- 

nen  #3(r,r)  und  Ö  Js.z    «Jen   M.^ul  am  ^iac  gerade  Zahl  vermehren, 
oder  vermindern,  ehn<*  die  F~\  don  zu  änderi. 
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Folglich  lautet  die  Summe: 


(>=0  \ 


T-f2*  (p— l)Q+ty 


P(P  -1) 


-1)- 


und  es  ist  dann: 


p-1 


+ 


1   2_,-i 


^^lprrO  "  \  P\P— L)  /p=0 

Ebenso  können  wir  die  2te  Gleichung  umformen: 


&i  L   ^+2?+l+2"g\  _  &(     T+2S+1+P+2"C\ 


*oU 


»  / 


»+1 

0~~£~~    2~  8tatt  £  gesetzt: 


*-S- 


0 


».(H41) 


u2p-l 
e=0 


(- 


T+2££\ 


In  der  vorletzten  Summe  der  2ten  Gleichung  setzen  wir: 


*>+$+ ^  statt  q: 


r-U^-P)^      (    H-2H-1+MP-1X 


-D(?-R+^ 


p+I+41  =  o 


^=0  V  2>(J>-1)  / 


oIcq: 
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Auf  diese  Weise  erhalt  man  das  Gloichungssystem : 

VI. 

T  V» ,  '  V  p(p-D 

t 
.(2"'-l)jy-3 

\  lKp-1)  /  f 

^.(*,^)-^,(o./-±|*> 

+ *>    ■ — „5f*- 

»  /„  <+»lr-l)i-Wr-u+2>!+v-Hp- 
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p-1 

2 


Die  Gleichungen  der  Systeme  V.  und  VI.  wollen  wir  in  eine  ele- 
gantere Form  bringen. 

Die  erste  Gleichung  des  Systems  V.  ist: 
#s((!>-1)Mp-1)t)$s(*>*)  -  *sMp-l)t)&5(px,pT) 

Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  führen  wir  statt  arP  den 
Ausdruck 

wo  g  eine  positive  Zahl  und  kleiner  als  p  ist. 

Dann  lautet  die  Summe  rechts,  wenn  wir  von  dem  constantea 
Factor  «r-*  absehen  und  der  Einfachheit  wegen:  #3 (0,p (j>— l)r)  mitg, 

#s(j>*,J>*)  mit  Q,  #8  (o,  (P~1^+2i>^  mit  ft  und  &z  ^  IÄ) 
mit  Q0Q  bezeichnen: 

P-1 

,u=l  (>=0  ?.=0 

Das  bedeutet  nun,  die  Summe  soll  genommen  werden  über  alle  Grös- 
sen £,  die  ein  quadratischer  Rest  mod  p  sind,  also  der  Gleichung 
genügen: 


Rohd*:  Zur  Tratufarmation  der  Thetafunctioicn. 
tr  =  gmoip 

Wir  bezeichnen  diese  Werte  von  g  mit  gv    Den  Fall  g  • 
ku  wir  zunächst  aus. 

Die  Summe  nimmt  hiernach  die  Form  an: 
trod  der  Coafficient  von  Qe„  ist  alBo: 


Weiter  existiren  die  schon  im  §  1.  angedeuteten,  von  Jai 
stellten  linearen  Relationen  zwischen  den  Repräsentanten  vc 

1)  .^2o-<f+f..)*.ge:=0 

»,e=o 
wenn  g,  ein  quadratischer  Nichtrest  mod  p  ist,  und; 

2)  £za-lt+*->)t*  q9—p  .3  —  0 

wo  j„  ->  0  ist 

In  diesen  3  Summen  durchlaufen  nun  die  Zahlen  g0 
die  quadratischen  Reste  und  Nichtreste  modp,  d.  h.  alle 
U  bis  (p  — 1). 

Die  Summe  dieser  3  Ausdrucke  wird  also  die  Form 
f-tw-i 
r=Of=o 

Setzen  wir  nun  ?  coustant  und  lassen  7  variiren,  so 
Factor  von  &: 

*-> 

&- '***•* 

Diese  Summe  wird  nun  —0,  wenn  p+fo  ein  Nichtrest 
gegen  —  p,  wenn  p  ■(  -  fe  =  0  modp  ist. 

Der  letztere  Fall  tritt  einmal   und   nur  einmal  ein,  1 
die  Werte  von  0  bis  p—  1  durchlaufen  lassen.    Es  werde 
alle  Summen  verschwinden ,  sah  Ausnahme   desjenigen 
•  =  np~ ft,,  also  anch  4,  — **-f.  ist 
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In  diesem  Falle  lautet  die  Gleichung: 

0=0 

also:  cqlt  ==  p.qnp-Q» — p.q,  und  da  weiter:   qnp-Q0  =»  2-p,,  ist,  so 
erhalten  wir  als  Ausdruck  für  den  Coefficienten: 

cqo  =  P  (a-oo  —  3) 
Die  Ausgangsgleichung  war: 

also  nach  den  eben  gemachten  Berechnungen: 

lp-i 

*P  (>o=0 

Nun  ist  nach  dem  Jacobi'schen  Satz: 

^  «C»,  —  pQy  also :  5-  2,— qQQo  =  —  i<zQ 
und  es  folgt  die  Gleichung: 

oder,  eingesetzt: 

*s((l»-l)«i(l»-l)*)*,3fc*)  -  ftWrWw) 

+2*,?M0' — ; — JM*~rJ 

Genau  so  kann  man  die  übrigen  Gleichungen  der  Systeme  V. 
und  VI.  umformen.    Man  erhält  dann  das  folgende  System: 

VII. 
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».((p-iKdi-iJtPofe*)  -  *»p(Mi>-1)t)$»(j*,i«) 

»9(x,T)»%(x,    ^)    =   J^*2(o,p^)#,(p*,pr) 

— ni(2P-i— l)t 


t+2p9\ 


2p 

^  (0    t-2f(p-l)H-(2',(p-l)+2)l+2P-1(p-l)(p+l)+l\ 
*\  '  P(p— 1)  / 

_i_  *  s»  fn   T-a>(p-l)g+2p|+2P-Hp-l)+J\  »  (,   5+2ü?\ 

Die  übrigen  Formeln  findet  man  durch  Substitution  halber  Pe- 
rioden.   Mit  Hälfe  dieser  Formeln  kann  man  nun  einen  jeden  belie- 


A 
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bigen  Transformation8grad  p  behandeln,  vorausgesetzt,  dass  p  eine 
Primzahl,  und  die  Transformation  (/?— -l)ter  Ordnung  bekannt  ist. 

Es  soll  nun  in  den  folgenden  beiden  Paragraphen  die  Transfor- 
mation 3ter  und  5ter  Ordnung  durchgeführt  werden.  Dazu  wird 
teilweise  das  System  V.  und  VI.,  und  teilweise  das  System  VTI.  be- 
nutzt werden.  Mit  Hülfe  dieser  Formeln  werden  wir  ausserdem  eine 
grosse  Anzahl  von  Thetarelationen  zwischen,  den  verschiedeneu  Re- 
präsentanten und  den  ursprünglichen  Thetafunctionen  finden. 


Die  Transformation  dritter  Ordnung: 

Wir  werden  zur  Durchführung  der  Transformation  3  ter  Ordnung 
von  3  verschiedenen  Methoden  Gebrauch  machen,  also  auch  3 fache 
Resultate  erhalten. 

Setzt  man  in  dem  System  V.  des  vorigen  Paragraphen  p  =  3,  so 
gewinnt  man  daraus: 

*3(2ar,2T)Sg(*,*)  =  *8(0, 6*^(3*,  3r) 

+  f8^»3(0,  2^)za-^(x,  **)  („~  0,1,2) 

-*,(0,6t)*8(3*,  3t)+ ^(fr,  (o,   y)+«^(o,  ^J8) 

Wir  bringen  die  beiden  Summen  in  den  Klammern  in  eine  audirc 
Form,  indem  wir  wieder  den  Jacobi'schen  Satz  anwenden. 

dazu  addirt: 


*3(^*'3)+«'»3(^  ^)+«*3(*.  ^vp) 


x  =■  0  und  2r  statt  t  gesetzt: 
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,,(o,|)+.*,(o,»4>..(o,^) 

=-3(»,(0,6r)-»,(o,  |')) 
Eb  folgt; 

»^a.,ar)»,(«,T)-»,(0,  6t)»,(3«,3.) 
+j(»,(O,6»)-9,(0,^)(»,(3^3.)-»,(»,.;,)) 
=^3»,(0,6t)  -»,(0,  ?f)»,(3«,3«)-i(«,«>,6<)-tf,(o,  y))s,(v;,l 

EbeiHO  findet  man  alle  übrigen  Producta,  so  dass  man  folgendes 
System  erhalt: 

I. 

•kOr,!!)»,!«.*)— ifsaifAh)— »,(0,  j)^»,(3i,3t) 

-}(»,(0,6.)-»,(o,  j))»,(»,i/,) 

»,0,2i>»,(*,r)  -l(3»,(0,6T)  -S,(o,  y))»,(3*,3t) 

-|(»,(0,6t)_»,(o,  !*))»,<*,*« 

»,(2*,2r)»„(i,«)=l(s»„<0,6>)— eio,  j))»,(S*,3.) 

-|(».(0,6.)-e„(o,  y))»,(*,i/J 
V*,*)».<»,'/s>=j(3»,(o,  y)-»,(0,Vj)»i(»«.3T) 

-*(»•(<>,  5)-»><°. '«)».<*,'/.> 

».<«,*)»■<»,•/■>  -)(3»,(o,  j)-»^0,./,))»,(3«,3.) 

-■(•■  (0.  ?)-».(0,  «/.))».(•,»/.) 

».(-,  «)».<«, '/■>  -  l(s».(o,  £)-»,«>,  »/,))»,<3>,  3.) 

-l(».(o,  y)-»„<0,  </,))■ 

Anh.  dar  MdL  m.  Phj*  1  IhJu,  TW  HL 


^r 
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I. 

*o(*,*)*s(*f  T^1)=i(3^(o,3^±-1)~^(o,  Z^*)U**M 


3tm 


V*,  *>  (*,  *£)-  \    (^(M^H.fo,  ^)***) 


3rci 
1" 


*o(*.*)»o(*.  ^)=j(3^o(o,3^±-1)-*0(o,  ^±?))  *0(3*,3t) 

~i(*0  (o,8^)-*,(a  5±-9))».(*,tW 

Man  kann  die  Coefficienten  symmetrischer  gestalten,  wenn  man 
alle  Repräsentanten  einführt. 

»tßx,  2r)#$(«:,  t)«e0#$(3z,  3»)-f  «**,(*,»/,) 

"■  (».  ¥)+-<»■  ^W0-  24-'-6)-^ 

*.(».  t)+  »•(»•  *£)+  <"(°-  ^)-W)-« 
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<o.r>-<o,^)+^(„,-±-» 

Addirt: 

Ebenso  ist: 

Also: 

#,(21, 2t)  :>,(*,  i)=#a(0,6r)tf8(33,3*) 

+  |».(o,  j)»,(»,,»;i)-J»,(0,6.)X 

demnach  unter  Zuhuife  nähme  der  Relation  von  Ji 
#,(2*,  2*)#1(iI,  »)~9,(0, 6t)*,(3*,  3t) 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  die  übrigen  Bezi 
System  lautet: 

n. 

*»(2«,  2r)#1(I, «) = ♦,(<),  6t)*s(3<r,3T) 


L 
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IL 

#0(2*,2T)#0(a;,T)  —  #0(0,  6t)#8(3s,  3t) 

0s(*,t)&s(x,t/,)  -  d,(o,  -£)*8(3*,3*) 

+i|^,C»,^)».c.,^o 

#»(*,  *)*»(*,  */*)  =  «,(0,  -£)tf,(3*,3r) 

e  4  tf0(*,r)#,£r,  ^)  =*,(0, 3^)*,(&r,  3t) 

Auf  eine  dritte  Art  stellt  man  endlich  das  System  dar,  indem 
man  das  System  VII.  in  §  4.  zu  Hülfe  nimmt.  Man  braucht  in  die- 
sem nur  p  —  3  zu  setzen  und  erhält: 

m. 
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in. 

»,(2*,2i)»,(*,i)  -  J»i(0,6ri»,(3»,3r) 
*,(2.,2i)»,(i,i)  -  t»,(0,6r)»,(S*,3«) 

».<»,*>».(»,'/.)  -J».(o,  j)»,(3*,3t) 
»,(»,.)»*.«/.)  -!».(<>,  |f)»,<3*,3') 

+  |i,8,(o,^)»,(.J 

»,(«,  .)»,,(*, «/,)  -  i»,(o,  |*)»,<3.,3.) 

+lf.*.(o.^)^(«. 

».(»,*)».(*,  1|i)=i*.(o,3^±i)»„(3.,3«) 

+  6?PM0'  — 6 

Mit  Hülfe  der  Snbatitntion  nm  halbe  Peri 
übrigen  Formeln. 

Zar  vollständigen  Durchführung  der  Trane 
nung  bedürfen  wir  die  der  2  teil  Ordnung.    Die  F 
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9B*(x,x)  -  »8(0, 2^*8(2«,  2*)-p,(0,2r)#1(2x, 2t) 
V(x,t)  =  d,(0,2T)#s(2x,2t)-f-*il(0,2T)dj(2iB,2t) 
V(*,*)  -  *8(0,2t)^,(2x,2t)-»,(0,2t)^,(2*,2t) 
-#,»(«,  t)  -  #8(0,2T)»2(2*,2T)-^,(0,2*)$s(2*,2t) 

&3\x,x)  =  ta(OW»)*8(*W»)-H*o(OW»(<>o(*»*/t) 
V(«.*>  -  i*s(0,t/,)*o(*.*/*)-H*o(0,T/,)*s(*»*/») 
*,«(«,  t)  -  ^s(0,t/,)*3(*»*/»)— i*o(0,  */»)*<>(*.*/«> 
V(*,*)  =  J*s(0,t/s)*o(*.*/»)-^o(0,*/,)*j(*,*/») 

V(*,*)  =  *»»(<>,  ^)*«("»  Il^)+i»o(o,  ^»o^  ^y1) 
«►,«(*,*)  =  i*s(o,  ^)  *„(*,  ^-^(O,  ^)*o(«.^) 

.V(*,*)  =  ±<o,  L£>.(*,  ^)H».(o,  ^M*«^) 

*s(*.*)*»(*i*)  -  i^»(0,*/s)*i(x,*/,) 
»0(*,  *)*,(*, «)  =  i*,(0,T/,)#1(x,t/1) 
»•(«•  *)»•(«.»■)  -  #,(0,2t)*0(2i,2t) 


»» 


2«  4  *,(*,  r) »,(«,  r)  -  »,  (o,  ^)  »,  (*,  ^) 


m 


Mit  Hülfe  dieser  Relationen  kann  man  die  Potenzen  and  Pro« 
dacte  der  dritten  Ordnung  berechnen. 

Es  ist: 

-*  =  ^8(O,2T)^(x,T)^(2x,2T)-^(Os2T)^0(a-,T)^(2x,2T) 
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**(«,*)*s(2»,2t)  =  i  (3*3(0,  6t)-*8(o,  ^)*0(3*,3t) 

-i(VO,6t)-0s(o,  *))*•(«,  */s) 

— fr0(x,  r)d,(2»,  2t)  =  j(3»,(0,6T)-*g(o,  y  ))a0(3z,  3t) 

»oW)  =  i  {*8<O,2*)(3Os(O,6*)-08(o,  |-)) 

-H,(0, 2t) (&>, (0, 6t)-*,(o,  ^))| *o(3*. 3t) 


-*{»8(0,2t)(^8(0,6t)-<>8(o,  -£)) 

-H>,(0,2t)(*,(0,6t)-frs(o,  j))}  *<,(*>*/») 
Man  kann  #„'(*,  t)  noch  auf  2  andere  Arten  berechnen: 

V(*,*)  —  i»o(0,t/,)*s(a:,t/,)»0(*,t)-H*j(0,t/s)a'0(a;,t/2)90(it,t) 

*»(*,*/,)»„(*, *)  =  i  (3»o  (0,  ^)-*o(0,  T/6f)&0(3*, 3t) 

*<>(*,  */t)»o<*,*)  -  i(y,(j>,  ^)-*s(0,t/6))^0(3x,3t) 

-i  (  *s  (0,  ^)-*,(0,  t/9))#0(x,  t/8) 

#,»(«, r)  =  i{*8(0,t/8)(3fr8(o,  ^)-*8(0,t/s)) 

+*o(0,  t/2)(3»0(0,  ?£)-  »a(0,  t/,))}  *0(3*,  3t) 

-i  {*s(0,  */,)(*s  (0.  ^-^(OW.)) 

+  *o(9,  */,)(*o(0,  ^)-  *o(0,  */a))}  *o(*>  */») 


Endlich  ist: 


[ 
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..<-.*.(.,  ^)=*(3».(0.^)-».(^  =P)>**»* 
-,(».(o,3!±i)-»,(o,  !^?))»,(«,,U 

»„<•,.)»,(*,  ^)-l(3*.(o,sitl)_,,(o,  I±??))»„<3«,3,> 

-;j(»0Co,3l±!)^Co,lö?)><„.W 

»w  -  »K«.  t-OO-O^X».  ^DD 

o  werden  die  Producta  von  der  Form:  &u' (jr,T)&a(e,T)  gefunden 

:)».(«,«>  -  ».(0,2')».(»,»)».(2«,»>) 

)»,(&,  S.)  -  j(3»,(0,6t)-»,  (o,  x))».(3»,  3.) 

-,(»,(0,6.)  -»,(0,  ^))»,(»,.M 
<)»,(»,«  =  J»0(0,2r)(3»0<0,6r)-»,(o,  ^JiyS.,  30 

-*».<<>,  2t)(»,<0,6«)-*,,([0,  x))»,(»,'/.) 
nf  dieselbe  Weise  erholt  man: 

,)»,(»,,)  _  J»,(0,«/,)(3»,(o,  ^)-9,(0,t/,))»,(3r,3.) 


-i».(0,'/,)(».  (o,  |)-»,(0,r/,))»,(x,,/,; 
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ni 


V(*,*)  »,(*,*)  -  «2*,(o,  ^^C^C0'3    2  ) 


4 

-*»C0'  !lT?)>'<x>t/»> 

Um  nun  die  Coefficientea  so  umzuformen,  dass  in  ihnen  nnr 
Ausdrücke  von  der  Form: 

*«(0,r),    »«(0,3t)  und  »«(0,t/,) 

vorkommen,  gebraueben  wir  eine  Anzahl  von  Relationen,  die  alle  ans 
der  Transformation  zweiter  Ordnung  hervorgehen. 

Dieselben  lauten: 

V«Wi)  =  V+ V 

V(o,*:,)-v-v 

2V(0,2*)-*S*+V 
2»,»(0,2r)  =  V-V 
V(0,2t)  -  *,*, 

VC0«  ^»0  ~  *•*+*»' 


^O,    T-±i)   -   «•**•*! 
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Hieraus  folgt,  weun  man  die  Bezcichnnugen  einfuhrt: 

3.(0, 3t)  -  0„,        #«(0,t/8)  =  0«': 

V(j>,  y)  -  03»  -  <V  V(Ü,  */,)  -  O,'»-  o,'» 


*.*(o,  ^)  -  20,0,  <V«W6)  -  20,' 0,' 

2»,»(0,6t)  -  08»+  O0*  2V(0,  j)  -  08'»+  O0'» 

2d,*(0, 6r)  =  Oa*  -  O0*  2  fr,»(j>,  j)  -  O,'»  -  O0'* 

*o8(0,6t)  -  O0os  v(<>»  |Q  -  Oo'O^' 

V(0, 3  ^)  -  O0*  -  »O,*        S,*  (0 ,  ^-3)  ~  Ob'»  -  .O,'» 

V(<>,3  ^±1)  -  Oo'+i-O.»  V(o,  ^-3)  -  O0'H-»<V* 

3*»'  3»» 

^'C0'3^1)  ~ 2e  *  °°0i     VC0,  trO  " 2* 4  °°'0t' 

Wenn  man  nun  in  diesen  Formeln  die  Quadratwurzeln  zieht, 
so  treten  sämtliche  Grössen  rechts  mit  dem  positiven  Zeichen  auf. 
Eine  Ausnahme  bildet  nur  die  letzte  Gleichung. 

Dieselbe  lautet  dann: 

11*» 

Setzt  man  diese  Werte  ein,  so  lauten  die  Gloichungen  für  die  Po- 
tenzen und  Producta  der  dritten  Ordnung: 

Vfo*)  ~  ^o(*»»ST)+«,^0(«,*/f) 
tff'fo*)  —  ^iCS*,  8r) +  •**,(*,  f/J 
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*=  llV*S+*oWo3'+o<>*-Vo3'*+o0'*) 
+  V V=V(3Vo8»  -  ey_y  071^7*)} 

<v — yVW^o^Vö^HV  -V<VH-o0") 
+  W  -  V(Vo8*-o0»-y  o3'»-o0'»;| 

+ y v- v  <v  08»-  <v-y<y  *-  o,'*)} 
«%=  jjy v+^t*(3Vo0*  -  «v-ycv'-.-ev») 

+  y  V=*V(3V  o0*+ioa*-V  o0'*+iot'  *)} 


«1 — uv  v+tv  (Vö^=?ö7«-y  ^75=707*) 
+ y v=<v  (yöoH^ö^-yoo'H.o,'*)} 

V(*,*)»s(*,*)  =  co»s(3x,3t)+Cl&,(z,t/s) 

V(*.*)*o(*>*)  =  «o»o(3*,  3t) +  «,&,(*,  t/,) 

— »1 V,  *)**(*>  *)  -  <%*i(3«,  3r)  +  effa  r/,) 

V(*,*Ä(*,«)  -  <V,»i(3«,3t)- «,»,(«,*/,) 

«ö  -  iy»A<3y^A-  yöTöT') 
*,  -  -  fywv^A  -  VOM) 

»**(',  *)»,(*,  t)  =  «,»,(3*.  3t) + c,»3(x,  »/,) 
M*»*)V«i*>  =  c0»0(3a-,  3t)  +  «,*,(*.* 's) 
M*.  *)••(*,*)  -  W3*,3r) +<;,»,(*,  t/,) 

c  =  *y^  oy  0,0, — Yf^Öi) 

ci = -  *yv,<yöÄ-  y^ö,') 

-  V(»,  *>»,(*, »)  -  W3*,  3t) +*, V*, *',) 
M».')»i'f')  =  <*»,<3r,3T) -*,»,(*,*  *) 
M*,  *>V*,*)  -  <*ty3*,3*)+W*,*»> 

*.  -  -iy*Ä(yö^+y<>*'ö,') 

Wie  ans  dem  Torkergefcndea  enicbtlkh,  beriefet  hier  eise  Lfeke. 
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Es  ist  nämlich  nicht  möglich,  die  Producta  von  dor  Form : 

durch  die  Repräsentanten  auszudrucken.  Statt  derselben  treten  Func- 
tionen auf,  die  durch  Differenzen  von  Teilwerten  der  ThetamnctÜHea 
gebildet  werden,  während  die  Repräsentanten,  wie  in  §  4.  ausgeführt 
ist,  sich  durch  die  Summe  dieser  Teilwerte  ausdrücken  lassen.  Diese 
Glosse  von  Functionen  ist  von  Herrn  Professor  Klein  genauer  be- 
handelt worden.  (Siehe  dessen  Arbeit:  Znr  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  nter  Stufe.    Ferner: 

Klein,  Mathematische  Annalen,  17,  pag.  568. 
Kiepert,  Crelle's  Journal  87,  pag.  213). 

Aus  den  soeben  aufgestellten  Gleichungen  fliessen  nun  äusserst 
mannigfaltige  Beziehungen  für  die  Nullwerte  der  Argumente.  Die- 
selben sind  schon  zum  grossen  Teil  von  Gering  (siehe  dessen  Ab- 
handlung im  7  teil  Bande  der  mathematischen  Annalen)  angegeben 
worden.  Ich  werde  im  folgenden  die  mit  den  Göring'schen  identi- 
schen Relationen  mit  römischen  Ziffern  bezeichnen. 

Man  erhält  direct,  indem  man  in  den  Transformationsgleichnngeii 
x  =  0  setzt: 

(VÖ^-yo7Ö^)(Og-(V)  =  2V9^B"-2yoa»00 

i.    (Vö^öi—  Vo/o^Ko,  -  ot')  =  2  VVV- 2"/o,*o, 

(Vo^+yo^xoo-Oo')  -  2Vvv-^ *V~vö; 

(Vo0Oj  —  yo0'Oj')(oo-o0')  =  2Vv&0 -2Vo„»Ob 

2.     (V'OjOj—  Vo,'0s')(O3—  Oa')  —  2  V»,8»,— 2V'os»0, 

Vo0Os-V<V£y  ~  °s 

3yQot>t+  VOqOi'  _  <V 
VOoOt+VOo'O,'        °s 
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(3o,o,o,+q,'(Vo,')(yo0o,-yo,'o,') 

—  a(»,<v'»?;-(-3o,o,o,y^ö,") 
t  (3o,o,oi+<\'o,'o,)(yö^-yöiÄi) 

2(VV»?,+3o0o,o,yö,ö,) 

(30,0, 0,+0,'0,'0,'xy^Ä+yö^7) 

— 2(Wv.+3°,a<>)  y  0,0,1 

Min  kann  dem  Gleichnngssysem  3.  Auch  folgende  Form  neben : 

Vo,  0,  0,—Q,' 

■fÖJÖl  80,-0,' 

VO,  o,  _         0,—Q,1 

YoTöj-     3o,-ö,' 


Vo,'o,'         3o„— o,' 

Durch   andere  Zusammenfunrug  dieser  Systeme  ergeben   ilch 
folgende  Relationen: 

t3Yw,-Yö?ö?XOl-o,')  -  &,Yw,- 

t.    <3YÖ£ör-VäfäHO,-0,>  =  2»,y»v»i- 

(sytWr-VtV^xo.-oj  -  »,y».»,- 
(3Vöiö,-yö^xo.-o.')  -  »,y».» 

(3yi\tvn'<vö7/  <v-<v>  -  -2»,y».». 

—  — S(*,»lf*J*,+  o» 

8.    (3<VvVr^>  <* V'3T  OÄ-»  WV, 
—är*,»»  »>»»+'')' 


L 
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<^OaOt—io0'O3')(Os—Ot') 20tVÖ^Ös 

9.     (V  0,Oa— yO,'Os'KO(,— O0')  =  —  2O0y<V^ 

(V^^+y^/ö/KOj-o»')  — 2OjVö0ö; 

{ZVÖ^Ot— i~ÖJOj)(Ot—  O,') 20»Y<^Ö8' 

10.   (3V<V^— y o,'oa')(o0 - o0')  =  — 2o0Voto8 

(3yö^+y^W)t0s— Os') — —  sobVöüö« 

Man  findet  durch  Division  2er  entsprechenden  Formeln  in  1.  und  2: 
OaQ0'-O(1Oa'       ]/mT 

O^'-fW        l/S 

11      90(oo-o0')  ™  r  ü,o, 

*s(°s— °a')    ~  '    080, 
Dorch  Division  dieser  Formeln  erhalt  man  mit  Hülfe  von  IV  in  5  2.: 
O0— <V  1/V[i 

ia    0,-0,' -     V  #,o, 

O0—Oq        _  l/M" 

o«— o,'  —     r  *,o0 

nnd  durch  Combinatiou  dieser  Formeln  mit  5.: 

so,—o,'     _  i/yv 
30,-0,' =      r  #,os' 

13     3Qa-°i'  l/W 

101  3o0-o»'  —     r  #„o,' 

so,,— o0'         l/VV 
3o,—o,'         r  #,07 

Ebenso  gelangt  man  durch  Division    der  Formeln  in  9.  nnd  10.  mit 
Zn  hülfe  nähme  von  12.  und  13.  zu  folgenden  Beziebui 


r   Trontformalüm  der  Thttafuntlie 

^ö,—Yoa-o3- 

o,V;>, 

"o9y^ 

O.V», 
O.V». 

,0,-t/  <v<v 

o,V», 

\%— VOo'O,' 

<W». 

3,Os— VOj'Ob' 

<vy», 

(V>i— ytyTv 

<vy»> 

OjOi+yo.,'0,' 

<VV». 

ö^o,+yö7ö^ 

<VV*i 

^-Vofo,' 

o,Y», 

•  O0(3O,  — O,')—  0,(300-0,,') 


VOo'O,' 


VOiA'tfO.-O,') 


-  ^J^  ■/oToT'(300-  0,') 
l/0»'Os' 


Wenden  wir  Jetzt  5.  an,  so  ergiebt  neb : 


■  o,y<w+<yyo,o,'—  o,T/ofii—  o,Yö>r 


k<V+V  0,0,1  (yo,<V— y<W' 

-  (yö^+y«7w  cy  W-yqA') 

iformnog  erbilt  nsn  noch  2  ilmlirhft  Gleichungen,    lifo: 

fötf  OtOt'+y  o,o,-)  —  Yo/(Vo^öH-y  ÖTVv) 
/ojYOtOt'— yo,tv)=yty  Wö^fg—V  *V  0/) 

Köi(yo,o,'— yo1o,')=y^,(yö;ö;-y<v",') 
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Die  erste  dieser  Formeln  findet  sich  bei  OOring  angegeben. 
Man  kann  sie  auch  umformen: 


Vö. 


XII. 


V  <v  o,'  "*"  y  o0-  o,'    y  o0'  o,' 

Ebenso  findet  man: 

Vot  o,  "*"  Vo0  o8      Vo0  o, 

oder: 

r  o0  t  V  o,     V  o,  —  r  oto,  oa 

17. 

ho'  +  r  o,'     V  o,'    dr  o0'o,'o,' 

Daraus  folgt: 

>»  Ö^+l^-lWä+l'ä-^)-. 

Bei  Anwendung  von  5.  ergiebt  sich: 


l/°L  _t_  1/3l  -  2V°»°»' 

r  0,'  +  r  o0'  -  30,-0,' 
1S-  r  o,'  ~  r  o0'  ~  3ot—o,' 


2yo0o0' 

300— O0' 


1/Pj__l/PJL, 

r  o,'     r  o,' 

\/9La.\/°I  _  _  ?^S! 

r  o,  "»•  r  o0  —     o,—ot' 
so   l/S    l/^        2V^ö7 

l/5  _  \J9L     _  aVö^ö7 

"  <%      "  o,   =      q,— a/ 
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o,— o8-  ~  o,—  O,'  ^  O0—  O0'      u 

03'  O,'  O0' 

o,-o5'  +  Ot-Os'  +  O0-O0'  3 

21. 

o»        ,_       o»      j <>o_ - 

30,  -  08'  "r  30,-0,'  "•"  3O0—  ü0'  —  1 

— £-  +  — ?*—  +  — 9l-  -  0 

30»  -  Os'  ^  30,— 0,'  T  3O0-O0'       " 


Nach  17.  ist: 


-  VK  o0  +  P  o,  -V  oJV'ö0  o,  ös+  o0o7o;  - ° 


I/O9C,'  _  l/W  ,  l/0£0,'  9 

•   V  o0o3     V  o,  os~  +  K  o0  o, J> 


Addirt: 


r  o0o,      r  0,0,  "^r  o0  ö,      ot  V  o0  o, 

■    JV  |/^£l  _  °<L  ]AV  Ö7    ,    0*0* '<V  _  _  2 

"♦"  os  r  o0  o,       ö0  r  o,  ös  "^  o0  o,  o8 

(•+^)(>-J/|?)(>-Vf?)--*- 

Ebenso : 

22. 

-  -2O0'O2'rV. 

Wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  Hülfe  vo  14.  umformt,  so  ent- 
steht: 

yo0o,+y 00  O,  =  2*^arrj  --(tf-^^ 

o4y*,*0  -  (^^)*  (yö7ö2+yzvüt; ) 

lieh,  du  Ktth.  u,  Phji.    2.  Btihe.  Teil  III.  13 


23. 
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Durch  Anwendung  von  3.  und  14.  ergeben  sich  alle    übrigen 

Gleichungen  des  Systems: 

XIII. 

o,y«5>;-  (_^y  wö^-vötö;^ 

o,y^-=  (^&y<ßVö&-Vö?ä?) 

Erhebt  man  die  erste  Gleichung  in's  Quadrat,  multiplicirt  mit  3 
und  zieht  davon  das  Quadrat  der  2ten  Gleichung  ab,  so  bekommt 
man: 

XIV. 

2Qa*-Os'*  _  f9^t»f\i  O0'Ot'-ZO0Ot 
2         ~V.     2     J  #0&t 

„,     3Q0»-Oo'»       /-W»^  Ot'Os'-30tOt 
**•  2         =  V.     2     J  »t»t 

30,»- O,"  _  f&o&t&f\$  O0'Oa'-SO0Os 
2         -  V     2     J  »0»3 

Aus  23.  gewinnt  man  noch  weitere  Relationen,  indem  man  die 
erste  Gleichung  mit  3  multiplicirt  und  die  zweite  davon  abzieht: 

XV. 


25. 


•f 


j 


V 
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25. 


Durch  Combination  von  25.  mit  11.  folgen  die  eleganten  Relationen : 
O0Ot>-  OtO0>-  2*.  (M#>)* 

26.    O,O1'_OiO9'=2*0(^!)1 

00<y  -  080D'=  2*,  (*<&*>)* 

and  darch  Multiplication  aller  3  erhält  man: 

27.    (O0O2'-O2O0')(O3Of'-O2O8')(O0O8'-OA')  -  ^02VV 

Combinirt  man  das  System  26.   mit  dem  System  V.  in  §  2,  so 
gelangt  man  zu  den  Gleichungen: 

3O.O.+O0'Of'-2^(^)i 
28.    30,01,-H)1'0,'-.2^7(^)i 

3O0O,+O0'O,'-2of^(^)* 

Ans  23.  flicssen  mit  Hülfe  von  16.  folgende  Beziehungen: 

XVII. 

* 

29.  VW  Vv»i  =  (J^ytyöM-VoTö,') 

vw  v%»t  -  (j^yiVöft'  -y<w> 


13' 


L 
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Durch  Addition  und  Subtraction  erhält  man  ans  23.  und  29.: 

XVIII. 

y  W^-V<Y)  -  (-0*»*»}*  <Vö0_y57)(yö£_y^) 

y<w^y3öd-y<y =  (?^y  (yWA-vöWwt+yvp 
-y<v^(yöo-v<y)  =  (^-Qfy^-y<wöi+y^> 

30. 

-Vö^^a(Vso0+Vo/)=(^^ywws^Vö;'Hywa-V^) 

yö^*,(y^-y^)-(^^y(y8^-y^)(ysc^+ycv) 
yö,^Wo,+y<y)-  (^^^ycr^yö^xy^-y^) 

-yö^(yo,-y<v)  -  (^QVö8-yö7W'yo+v<v> 
y  ^«ö«i(y  söH-y^7) -= ^>M?y  (ys^+y  ^xyg^+y^) 

-  v^5«^;  w-vw = (*^)*  (y3^-y<y><V3<v-y~<v> 

Durch  Multiplication  ergicbt  sich: 

XIX. 

~2y<vy>8  =  (Yoa+yo3-Hy-o0-y7^)ty-ot-y(j?) 
-2Yo~öfi-  =  (yr>3  -y<v)(yo0+yö0')(y(>s-j.y^) 

31.  _  

_2v'ö0'"o2'os'  =  (y3äs+yt),')(y3ö0-yo07)(y3o,-^yo:l') 
zVW°7öi'  =  cy^— y^Myj^y^ocygög+yö?) 

und  durch  Multiplication  hieraus: 
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XVI. 
(3O3-O,')(3O,-O,')(3O0-O0') 4O0'O,'O8' 

32. 

(°s  -°3')(0«-<Y)(Oo-Oo')  -  io&o. 

Es  ist  nach  23.: 

+00'  <V)*0-(30,  08  -4V 08  O,'  0808'-f ■/ <V^)*S}  *, 

2»,*V<W-2VV<VV-.  (*°^)f  {(2O0O.'+2O,O0' 

+4"/ O0  O0'  0,  O,')d0-(2o8O,'+2o8O8'  -  4V0,02'030S')»8J  »t 
Snbtrahirt : 

W<W-WW-  (^M-8)*  {(2O0(V+2O,<y-3O0O, 

-  °o'0,')»o-(2080,'+20A'-30il08-01,'08')^8}  *, 
Da  nun  nach  IV.  in  §  2.: 

*3(08-03')  =:*8(08-<V)-H>o(oo-Oo') 
so  ist: 

»WW-WW-  (^stO*  {-2*sO,08'-2*iO,o2' 

+3#,<y-HW*}** 

Es  ist  aber  nach  25.: 
*at*-4P%ot'+Ot'*  -  <80f-ey)(Of-Of') 

^o  V    °  °    3    3  V.      2      J 

und  demnach: 

Dann  erhält  man  das  System: 
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xxm. 

33.  W<V-V0*<V~  2*«(^)Vo,o,'o,  o/ 
Vo0o0'-|-*o,o,og'-  2*.  ^*oMsyy0o0o,0f07 

und  durch  Anwendung  von  26.: 

Die  Zahl  der  auf  diese  Methode  zu  gewinnenden  Relationen  ist 
hiermit  selbstverständlich  noch  nicht  erschöpft  Ich  sehe  indes  von 
weiteren  Beziehungen  ab,  unterlasse  es  auch,  die  Transformation  3ter 
Ordnung  für  die  Systeme  II.  und  III.  dieses  Paragraphen  vollständig 
durchzuführen,  indem  ich  glanbe  gezeigt  zu  haben,  wie  frachtbar 
unsere  Methode  nach  dieser  Richtung  hin  ist 

§6. 

Die  Transformation  fünfter  Ordnung. 

Man  erhält  sämtliche  Producte  der  Transformation  5ter  Ordnung 
wenn  man  in  dem  System  VII.,  §  4.  p  =  5  setzt. 

I. 

#3(s,t)#8(4M*)  -  W0,20f)#3(5s,  5t) 

#s(*,t)#,(4M*)  ~  *#*(0,20t)$3(5*,5t) 
#b(*»*)*o(4M*)  =  l*o(0.20T)*8(5x,5t) 
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I. 

Jfr  t)*8(*,  xlt)  -  i*8(o,  ^)*8<5*,5t) 

+ W*  '-^ X-  *?) 

*,(*,*)<>,(*, %U)  -  **,(o,  ^)*,(5a-,5T) 

+W»!=a&ii9W*!jP9 
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*,(*,*)*o(*,  tt?^  =  ^o,5^±-2)^(&r,5T) 


+iö*>o(o, 


T-128H-130 
20 


)».(-  =P) 


1          /     t-i28g-255\      /     *+32f\ 
+  1Ö  2*»  \°>  20 )  *•  ^  ~6  -j 


+  lV*o(o, 


r— 128p— 255 
20 


w*  *?o 


5b» 


»»(*,*)*.  (*,  ^)  =  i«  4  *»  (o.ö^^öx.öt) 


5  71* 


+  tfe*2**(o, 


t— 128p— 255 
20 


)».(«.  *?) 
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I. 

i    1  v*  /n    t-128p-125\      /      t+32<»\ 

7an 
.    *  ~*~ -•.  /n   I=128£=125\      /      T+32A 

(9  von  0  bis  4) 

Es  kommen  in  der  Transformation  4tor  Ordnung  ferner  Re- 
präsentanten von  der  Form:  #v,(2x,t)  vor.  Um  nun  die  Producte 
dieser  Repräsentanten  mit  den  fundamentalen  Thetafanctionen  zu  er- 
balten, gebt  man  von  folgenden  Gleichungen  aus: 

äj(2*,4T)-f  *»(2*,4r)  -  &3(x,t) 
»sOt  4t)  — »,0,4t)  =  &0(tt,r). 

a.  »3(4*,  4t)  +  »,(4i.  4r)  =  »8(2x,  t) 

b .  »3(4x,  4t)  -  »,(4*,  4t)  =  »0(2x,  t) 

Aus  den  vorigen  Gleichungen  folgt  noch: 

£s(2z,4t)  -  W*,*)  -4*o(*,*) 
r/4    statt    t  gesetzt 

c  #,(2x,  t)  -  J£8(*,t/4)  -  **„(*,  t/*) 

Diese  3  Rnlationen  wenden  wir  an: 

*>(*,*)*»(4Mt)  —  Ps(0,  20t)#8(5*,5t) 

.    1  s  *  fn    4t~32»\  ,.   /a    *+32*\ 

Addirt  und  subtrahirt: 
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S,(*,t)$3(2*,*)  -  ^,(0,5t)^s(5x,5t) 

+  1  V,(0,  *?)*(,  *?) 
Weiter  ist: 
*,(x,  r)#3(x,  t/4)  =  4#8(o,  ^)#8(5*,5t) 

Snbtrahirt: 


fra(*,*)#»(2*,*)  Ä  ^i(0,5T)^8(6ar,5T) 


t+32p\ 


+  >,(o,^-')».(,—  , 

Durch  Substitution  halber  Perioden  erhält  man: 

/  t+32p\ 

*,(*,  *)tf8(2*,  1)  •=  c0»a(bx,  6*)+£^^c,  —5—  j 

,  „    „  /  x+32p\ 

#o(*,  t)»3{2x,  r)  =  c0*0(5x,  &cH-2^»9  [x,  —£-) 

0,(x,  t)*s(2x,  r) = c0*,(5x, ÖtJ+Ä,*,  [x,  -'  5—  j 

»I(x,t)*s(2x,r)=.  «^(ßa.örH-.&A  (x,  f+|*?) 

Cl  =  10   9  \°'  ~~b~) 

»8(x,r)*,(2x, t)  -  c0»a(bx,bT)-t-2Cl$3(x,  — |^) 

B.  »o(*i  «)»o(2^  *)  =  c0*o(5x,  5r)  +2c1»0(x,  —^^ 


*- '  * 
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B.  -»,(*,  t)»0(2<r,  t)  -  «A(5*,  bxy+Scf^*,  !^??) 

-»,(*, *)*o(2<r,T)  -  e6»1(5«,5T)+^Cl»1(«r>  ^^y^) 

Co  -  J*o(0,5t) 

».(«^(ar.T)  -*»,(fa,6t) +&,»,(«,   !l^) 


C. 


»-,(«,*)»,(&,  t)  -(%»,  (6«,  6*)+^^«,  '^p*) 

«b  -  J*,(0,5t) 

1  «v  f n    T+32PA 


Um  nun  die  Potenzen  und  Prodncte  fünfter  Ordnung  zu  bilden, 
mus8  man  zunächst  diejenigen  der  4ten  Ordnung  berechnen. 


Es  ist: 

&t*{*,r) 
VC«,*) 


i  V*»(2*,  r)+i  V*o(2x,  t)  +  J  V<M2*,  t) 
W^Ste,  t)  + 1*0  V0(2x,  t)  -  *  V»,(2*,  *) 
W"«(S«.*)  "  W»o(2«,t)+lV«V2«,T) 
JWtf*.  *)  -  ^o^oC^,  *)  -  ^»^»(2«,  t) 


#83(*>  *)*»(*>*)  —  <*>**(*,  */«)-K*»  (*i  — f) 

V(*»*)*sfo«)  —  «6*i(*f*/«)-«i*«f*.  ^-4-} 

V(«,*)»o(«.*)  =  «0*1  O*»*'«)  -«,*.  («,    ^ 
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"»  "  iV*'(0',/4) 

»,'(*.)»,(*,  r)-^»,(4M')-R».(2*.Hr) 
»,■<•,  i)»„(«,  t)  -  t„»„(4«,  4r)  -e,»,  (&,  ^f- ) 

»,>(I,.)»1(^.)=.0»,(4»,4i)-«,»,(a.,2ij:-1) 
,,  -  »,'(<>>) 

»„■(.,»)»^, .)-.„»,(«,  *)+»,»,(»,  £p ) 
»,»(«,r)»,(*,')-i>».(*.  '4!)+c>*'(*'  T^) 

i»,>(.,«)»,(»,I)-fl,»,(«,  *)-«,»,(«,  ^r) 

16«  4 

16«  4 

»„>(*,  .)»,(«, t)»,(x, «)  -  a,»A> ««+«■».  (*•  t) 

»,'(«.')».(«.')*.(».,)=«>»i('.''<H-«i»i  (».  V) 

_»,"<*,>>»,(*,>>»,(*,*)-<»»,<*,>.)-<■».(«■  -4    ) 
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°o  -     ^»«WW  (o,  ^?) 


16e4 


«i 


^j-  W  */<)*,  (o,  ^±-2) 


16«  4 


*» V,  t)3j(*,  t)^*,  t)  -  0^(4«:,  4*)+Cl*,(ae,  — ±i) 
V(*,  *)*(,(*,  *W*,  r)  -=  ^„(4*,  ir)-Cl»J2x,  ^-  \ 
<V(*,  r)»t(x,  r)&%(z,  t)  =  ^(4*,  4*)+*^  (2*,  ^±1) 
#0V,  T)*,(or,  r)^*,  r)  -  Co&tOx,  4t)— Cl*/2«,  ^±l\ 

"o  =  4;.»o(0,4r)v(o,  ^) 

2'7 


ci 


-4.V(0,4r)*,(o,^) 


2e4 


*i 


sV(o,!±-')»,(o,'+-s) 


V(*,t)V(*,r)  =  iVÄ(2*,r)+iVV»(2*,r) 
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V(*i*)V&r,*)  =  M^o(2«,t)+RVA') 
V(*,*)V(*,*)  -  *w»b<*i*)-4W«<a»,*) 

V(*,*)V(*,*)  =  iVo2*»(2«,*)+i*»,*o»o(2x,T) 
V(*,*)V(*,*)  -  lVo*»*(2x,t)-^^0»o(2*,T) 

« 

Mit  Hülfe  dieser  Beziehungen  können   wir  die  Transformation 
5ter  Ordnung  durchführen.    Wir  erhalten: 

»s5(*,*)=i»js»s(a:,r)*j(2x,t)-f-i*s(!r,T)V*o(2*,*)+i&»8»»(*,t)(*,(2r,t) 
- *W,<0, 5t)#,(5x,5t)  +{Zv(ra(o, ^±|^) 0,  (,,  !±|-P)) 

-W<0,(P,  5t)*,(5*.  6r)  +*  ^o(o,  ^ «)  fr,  (*,  ^ -)) 

+W(^(0,5t)*8(5*,5r)+i^(o,  !±P?)*.(»,   !±|??)) 
=i(»ss*$(0, 5t) -f V»o(0, 5t) -f- V*»(0, 5t))»,(5x,  5t) 

V(*,t)  =  *».(6e,6*). +  £**.(«.  ^±~?) 
V(*,*)  -  cö»o(5*,5t)+  ä^0  (*,  ^f-) 

V<*,*)  =<%*,(5*,5t)  +  ÄrA(*,  1+ä-) 
«o  -  i(».»*,(0,5t)  +  »0»»0(0,5t)  +  ^«»,(0,5t)) 

«,  -  i(v»<«, '+? ') + ».■».(<-,  äff) 


+ V»,  (o, 


?+?*?^\ 


*,«<*,  *)»,(*,*)  =  ^»,(5x,5t)  +  Ä,»,  (*,   -+f'j 
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V(*,*)*t(*,*)  -  *oh(te,  5r) +&&  (x,  l±^j 
V(*,  *)«*(*,  r)  =  e0»a(bx,  5t)+  ^  (*,  ^±~?) 
*!*(*,  r)#0(*,  t)  =co#(,(5*,5t)H-2:c1»0fx,  —5^) 

« 

'0  =  KV*8(0,5*)-V»o(0,5T)+^s»t(0,5t)) 

<V(*,  *)»s(*.  t)  =  o0*,(5*,  5t)  +  £Cl»t  (x,  %J^) 
V(*,  *)»i(*, *)  =  *o»i(5x,  &*)  +  2«i*i  (*,  !l^?) 

VK  *)»»(*,»)  =  c0d2(5a,5»)  +  £c,^  (x,  ^5^) 
«6  =  W>«(Q£*)  +  V»o(0, 5t)-  V»,(0,5r)) 

V(*,*)»»(*,t)  -  c0*i(5x,5t)  +  i;Cl^  (x,  !±|?£j 
V(*,*)*s(*,*)  =  ^»(öx.örj  +  ^c,*,  (x,  !±p?\ 
»i'(',«)»((M)  =c0»0(5x,5t)  +  2:Cl*0(x,  t^~j 
V(*,  *)*»(»,*)  =  Co«8(5*,5r)  +  2:Cld8(x,  ^Ä) 
Co  =  i(Wt(0,5t)  -  V»o(0,5t)-V^*(0,5t)) 


^  ""  2Öl  ^s3^8 


I 

k 
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V(«,  W(*,*)  =  <?0&0(5x,5t)+ZCi5-0(«,  ?±|?£\ 
V(*,  W<*,  *)  =  V>*(5*,  5t)  +  Ze&fx,  !^g^) 

*i"(«,*Wfe*)  =  c(l*J(5*,5r)+  ZcJ^x,  5+p) 
«o  =  i*i*8(*t*8(0,5T)+^,(0,5r)) 

V(*,  T)d,*(*,T)^0(x,T)  -  ^»0(&B|6t)+  2Cl*0(*,    ^Ä 

V(*,  r)V(<r,  *)<>,(*,  r)  =  ^,(5*,  5t)  +  2^3,  (x,  ^Ä) 

VMJM*, *>*,<*,*)  -<v*i(6«.6»)  +  Äi*i(«.  !±|^) 
V(*.  »Wt^tC«,*)  -  Co0,<5s,  5t)  +  2^/*,  ^~^\ 
«o  -  J*A(V3(0,5t)-»,^(0,5t)) 


V<*, *)  V(*,  *)  -  W5*,5t)  +  Zct&> (*,  x+*h\ 
W,  *)V(*,  t)  =  «ö»o(5x,  5t)  -f-  £e^0  (*,   ^-2p) 

-*,»(*,  *)V(*,t)  -=Co»,(5*,5t)+2V,(*,  ^f9) 

-*,»(«, t)»^,*)  -  <^,<5*,5t)  +&,»,  (*,  li^J 
.    «o  -  *V»( Vs(0,  5t)  -f-  »,#o(0,  5t)) 

-  -  &«*(%*(«  *p>.*(o,  LT)) 
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V(«, •0V(*, *)*ife, t)=>0^(5o-,6t)+  ECl\  (x,  t-±^\ 
V(*,t)V(*,*)*i(*,*)  -  «tM&r.ör) +  .&,»■,(«,   I±|^ 
-*,*(*,  r)V(r,*)<V*,*)  -  c0»8(5a-,5T)+2:ei«-a(!r,    ^^jp) 

-».V,*)Vfe,^fet)  -  ^«■0(6»,6t)+X«i»0(*,   !+??£) 
"o  -  i  •<W#«A(0>5*)  -  fl80o(O,5r)) 

*■,»(*,  T)*,«(r,T)  =  c09s{bx,bt)  + £Cl&s(x,  !^|^) 

M*,*)M*,*)».(*,*)  -  «ö»,(fa,6t)+Äla1  (*,  1±??£) 

-V(*,*)*V(*,*)*i(*,*)  -  c091(bx,'ot)^-£c1»1(xr  I+3M 
c0  =  l».*t(*t*o(P.6*)  +  *o*i(0.5T)) 
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Wie  beim  Fall  p  =  3,  so  besteht  auch  hier  eine  Lücke.  Es  können 
nämlich  die  Producta  von  der  Form:  fTa(x>r)#ß(xyT)&y(x,T)&di*(x,x) 
wo  5  beliebig  ist,  « ,  ß  und  y  aber  verschieden  von  einander  sind, 
nicht  durch  die  Repräsentanten  ausgedrückt  werden,  sondern  man 
muss  wieder  die  Klein'schen  Functionen  einführen. 

Ich  versuche  jetzt  die  Transformation  5ter  Ordnung  für  3  Re- 
präsentanten durchzuführen.  Dazu  bediene  ich  mich  einer  Formel, 
die  leicht  aus  V.  in  §  4.  folgt.    Dieselbe  lautet: 

♦iMfraöM)  -  ^(0,5T)tf8(6*,5r) 

Nan  kann  man  mit  Hülfe  der  Jacobi'schen  Relationeu : 


,    „/      t-f-3.32\   ,     .     /      t-|-4.32\       n 


+»,(,,  !+!^?)+»,(*,  '+l'31i)-6»,(5,,6,)-0 

und  der  entsprechenden  Relationen  für  die  Nullwerte  der  Argumente 
ans  der  obigen  Gleichung  3  Repräsentanten  climiniren.     Wenn  wir 

«   *,      ,  v    Ä  /      t+2.32\       _       /      t+3.32i 
z.  B.  ^,(ar,T/6),  #8I*,  — =-v* — 1  und  £3I*,  —   r  —  !  samt  den  ent- 
sprechenden Repräsentanten  für  die  Nullwerte  eliminiren,  so  erhalten 
wir: 

»*•  »WS*, *) = ^s(0,  5t)  fr8(5*,  5t)  -        * 


2a(l— «)* 

Awh.  der  Math.  u.  Phyt.  3.  B«ihe,  Teil  111.  U 
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+d-..)».(o,6,1)(»,(I,  &?)-*>£  a±2) 

-  a-<.!)»,(5i,6t)) 

-  ((1+3.+.w^„-üi°)-'(»,  (o,  '±5?) 

+9,(0,  Eti^)))»,(6»,6,) 

+ä-i)«*«^  — 5 — ;;  *»  v*'  — t~) 

Ebenso  kann  man  alle  analogen  Formeln  aufstellen  and  daraas 
die  Potenzen  and  Prodacte  der  5ten  Ordnung  gewinnen,  wobei  die 
Coefficienteu  der  Repräsentanten  rationale  Functionen  für  die  Null- 
werte  der  Argumente  sind. 

Durch  Vergleichung  dieser  Coefficienten  mit  den  in  §  3.  berech- 
neten findet  man  eine  Anzahl  von  Beziehungen  zwischen  den  ur- 
sprünglichen Functionen  und  3  Repräsentanten  der  5ten  Ordnung. 

Ich  unterlasse  es  jedoch,  dieselben  aufzustellen,  da  einerseits  die 
Relationen  sehr  complicirte  Gestalten  annehmen,  und  andererseits 
das  Princip  klar  ist,  nach  dem  sie  gefunden  werden  können. 

Aus  den  in  diesem  Paragraphen  aufgestellten  Transformations- 
gleichungen fliessen  für  die  Nullwerte  der  Argumente  eine  grosse 
Anzahl  meistens  unbekannter  Formeln. 

Wir  fahren  dazu  die  schon  teilweise  von  Göring  angewandten 
Bezeichnungen  ein,  da  dieselben  für  diesen  besonderen  Fall  den  bisher 
angewandten  vorzuziehen  sind. 

Wir  setzen: 
*s(0,  r)  -  P        *8(0, 5t)  -  P       fr8  (0 ,  ?±pQ  =  pf 

'  *t(0,  r)  =  r        VO,  ör)  =  R        Z*  (0,  —*—)  =  Äf 
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fro(0,r)  =  q        V0,5t)  -  Q        *0  (o,  5=^)  -  Qo 

Dann  erhält  man  folgende  Systeme: 

b(p*P+?Q^*R)P+2(p*Pp-WQp+r*Rp)Pp  -  2ty* 

1.    b(p*P^*Q^*R)(^£(p*PpWQp+r*Rp)Qo  =  20g* 

b(p*P+q*Q^R)h+2(p*Pp^ty-+r*Rp)Rp  -  20r5 

b(p*P-tfQ^*R)R+2(p*P0--q*Q0+rSR(>)R0  -  20pV        ß 
5(jj8P-g*Q-r8Ä)Ä+2:(1)^-33Qf_rsjRe)Ä(>  =;20gV 

2.  Ö^P-^Q-r^Q+^aPf-^  -r«Äf)Q(>  -  20r*g 
5(psP+58Q— r3Ä)P+2:(p3p?+58Q?— r8Äf)Pp  -  20g*p 
5(jr>P -g»Q+r8Ä)Pf  2(p9Pp— q9Q0+rzRo)Pp  —  20r*p 

5(ji»P-fl»Q— r»Ä)P+-T(p»Pe  -$8Qf— rsÄf)Pe  —  0 

3.     b(pßP^Q^R)(^X(^P^^Q^R9)Qq  =  0 

5(  j>8P-f  g*Q— r*R)R+£(p*PQ+q*Qp-r*Rp)Rp  "  ° 

4. 
25(p»P— tfQ^R)P<W+2(ffiPp—tfQp+r*Rp)PpQpRp  -  20gV 
25(p3p+g3Q— ^PQÄ+^d^P^+g8^— r«Ä^)P^Q^^  -  20r*M 
25(j>»P—  gSQ-iaiOPQi^f-S^Pf-- ^fy— r*Rp)PpQpR0  -  2QpV 

5.      25(p»P4^(H^i9i^+2(j^e^^  -  0 

b(rP+pR)P+2(rPp+pRp)Pp  -  20pV 
b(qP+pQ)P+^(qPe+pQ^)Pp  -  20p*3 
%P+pQ)Q+-S(gPrf^Qf)Qf  -  20<fp 
6.  5(rQ— 5Ä)Q+2(r(^— gityQf  =s  2Gg*r 
5(rP-fpÄ)JK+2;(rP^-fyÄf)Äe—  20rV 
5(rQ— 5JB)Ä+2;(rQ^— qRtfRe  —  -20r*q 

5(rQ— gÄ)P+2;(r<^— 3Äf)Pe  —  0 
5(rP— pR)P+£(rPr- pR9)Pp  s=  0 
5(3P— PQ)P+2:(gPf-y(^)Pf  -  0 

^rP+yiOÖ+^^e+y^)^  -  0 

7.    5faP-^)<H-^W4f)Qe  ==  0 

5<sP4yQ)J^f-^P^(tyÄe  -  p 
5(rP-pJZ)J?+£(rPr-j>lty#r  =  0 
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2b(rP-\-pR)PQR+£(rP(f+pRQ)P^QDRQ  —  0 

8.     2b(qP+pQ)lyQR+£(qPQ+pQ9)P0QgR0  —  0 

2b(rQ-qR)PQR+2(rQQ—qRQ)P(>QQRQ  -  0 

5(rP— pRW+ZirPg— pR^Qf  —  20pqr 

9.    5(5P-^Q)JR+2:(2i^-pQ(>)Ä?«20?>(Zr 

5(rQ+g^P-f  2?(rQc+2Äe)Pc  -  20pqr 

2b(rP—pR)PQR+i:(rPQ-pR(,)PQQQR0  «  20pV* 
10.    2b(qP-pQ)PQR+2(qP(,-pQi,)P0Q(!R(>  «  2qpVr 
'iö^Q+^POR+^rQ^JS^P^Q^  —  —  2Qpq*r* 

Eine  Anzahl  äusserst  eleganter  und  einfacher  Beziehungen  finden 
wir  noch,  wenn  wir  in  den  Formeln  für  die  Producte  von  der  Form: 

u-  —  0  setzen.    Wir  gelangen  dann  zu  folgenden  Relationen: 

5P2+*i  P^-  10p* 

11.    5Q*-f  2  Qf  «  10g* 
bR*+  E  Rf  =-  10r2 

* 

Die  erste  Gleichung  dieses  Systems  ist  schon  in  einer  von  Jacobi 
aufgestellten  Formel  enthalten.    Diese  letztere  lautet: 

JWü+i(256c2(l— c2)— 26)Mö-fllAf4— 12M*+7M*-2M+l  —  0. 

Weitere  Gleichungssysteme  sind: 

bPQ+2PeQ(,  —  10p3 

12.    5PJ2  +  £PpR<,  —  lQpr 

bQR+EQgRff  —  —  10gr 

und: 

25P23Ä+  SPfQqRq  —  10pV 

13.     25PÖ*Ä+  2PeQe*Re 10p3*r 

25i^Ä2-f-XPpQPV=  -lQpgr* 

Aus  dem  System  11.  ergeben  sich  noch  folgende  Beziehungen : 

14.  5(p2P2—  ä2Q2  —  r2Ä*)  +  2:(p2Pe2  —  q*Qe*  —  r*Ro*)  -0. 

5(^2i,2+g2^24-r2Ä2)+i:(p2i>2+g2Ö(»24^2i?P2)  -  2Qp* 

15.  5(|i»PMVtf'-»JlÄa)+JB(l»,i*M-Ä,<te*--»,lÄrt  Ä  *fc* 
biptpt—qtQt^R^+SiptPeS—qtQot+riRe*)  —  20r* 
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6fe,Pf-p»Ql)+2(g,i*f-pt0p1)  -  0 
16.    6(f*P*^*lPfr£(t*JPp—jfiRe')  =  0 

Endlich  gewinnt  man  ans  12.  die  Relationen : 

17.  b(p*QR+tfPR+r*PQ)+  Sip^Ra^PpR^^PgQo)  =  0 
und  zuletzt: 

18.  &(r*PQ+q*PR-p*QR)+  S(r^Q9+^P9Re^pbQ9R^)  —  20p V 
5(r*PQ— ^PÄ+y^QÄj+^CröPpQp— ^Ppi^+^ßQpi^)»  -20tfV 
5(r*PQ— g*PA— ^p5Q7?)+2?(r*PpQc>— ^P^Äp— p5Q^Ä(»)  =  20r^>g. 

Sämtliche  auf  diese  Weise  gefundenen  Relationen  zeichnen  sich 
durch  Ueberoichtlichkeit  und  Symmetrie,  einzelne  auch  durch  Ein- 
fachheit aus.  Ich  will  jetzt  abbrechen,  da  ja  die  Methode  gegeben 
ist,  für  eine  jede  ungerade  Primzahl  Beziehungen  zwischen  den  Re- 
präsentanten aufzustellen. 
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Müceüen. 


XL 


Miscellen. 


1. 


Ueber  eomplementäre  Punkte. 


Sind  in  Bezug  auf  das  Axendreieck  ABC 

pa     pb     pe 

die  trimetrischen  Punktcoordinaten  (proportional    den  Seitenabstän- 
den) des  Punktes  P;  so  wollen  wir  den  Punkt  mit  den  Coordinaten : 

Pb  +pc     Pe  -\~pa     Pa  +  Pb 

den  zu  P  complementären  Punkt  nennen. 

Die  Construction  des  Punktes  j>ö+j>c  ist  folgende: 

P  =  pa  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks 
ABC,  J  das  Inkreiscentrum  desselben.  Die  Harmonikale  (gerade 
Polare)  von  J  treffe  AP  in  8.  AJ  schneide  BC  in  Ja.  Die  91«/« 
begegnen  sich  im  Punkte  Pt  =  j»&  +Pc> 

Es  ist  nämlich  •/=  1,  1,  1.  Dieselbe  Form  hat  die  Harmoni- 
kale von  J.    Ferner  ist: 


AP=0  pc 

8  =  pb  -{-pc    —pb 

Ja  =  0  1 

%Ja  =pb—pc     pb-jr  Pt 


—Pb 

—pe 

1 

—  (Pb  +  Peh 


Die  8  Ja  treffen  sich  im  Punkte  Pt  =  p&+j>c 
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Constniiren  wir  zu  Pt  den  complementären  Punkt  P„  so  ist 

P3  sei  complementär  zu  Pt,  P4  zu  Ps, . . .  PM+i  zu  P».    Sei  nun 
dann  erhalten  wir: 

P*+l  =  9>»P*  +l»c  +*>*+  9>wl>c+/>a+J>& 
=  2pa  +  (1  +  ?>*)  (p&  +J>c) 

=  (l+^)p«  +  P6  +  Pc 

Also  ist : 

2 

l-f-gp* 

Demzufolge  ist  g>0  «•  oo,  g>x  =»  0  und  für  die  folgenden  Werte 
von  <p  erhalten  wir  die  Reihe: 


2 

2 

6 

10 

22 

42 

86 

170 

V 

3' 

5' 

ii* 

21' 

43' 

85" 

171' 

Die  Reihe  der  Nenner  nr  der  Brüche  q>r  ist  definirt  durch  dio 
Gleichung 

nr«2nr-1+(—  1)'-* 

Aus  derselben  folgt: 

nr  =  2'-2wt+2'-8  —  2'-4+  ...  +(-i)r-i 
=  2«"-2  +  2^-3  -  2*--*  -f  . . .  -f  (—  l)'-i 
«  2^-i    —  2^-2 ^_2»-3—  ...  +  (— l)'-1 

"  3 

Allgemein  ist: 

_2[2»-*-(— l)»-1] 
*»  —       2"-(—  1)» 

9h  nähert  sich  hei  wachsenden  n  der  Einheit.  Der  Punkt  Poo  wird 
also  der  Punkt  pa+pb-\~pc  =  1.  Je  öfter  also  die  angegebene  Con- 
struction  wiederholt  wird,  desto  näher  gelangt  man  zum  Inkreis- 
centrum. Da  die  angegebene  Construction  durch  Protection  sich  nur 
insofern  verändert  als  der  Punkt  J  ein  beliebiger  Punkt  Q  des  Drei- 
ecks ABC  wird,  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

Es  seien  P,  Q  zwei  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  des  Drei- 
ecks ABC.  Trifft  AQ  die  BC  in  Qaf  die  Harmonikale  von  Q  die 
AP  in  W;  so  schneiden  sich  die  8Qa  in  einem  Punkte  Pv  Wird 
dieselbe  Construction  statt  mit  P  nun  mit  P,  wiederholt,  so  erhält 


t 


man  einen  Punkt  Pt.  Wird  ebenso  mit  P,  wie 
und  dieses  Verfahren  fortgesetzt,  so  nähert  sich 
Punkt  PT  dem  Punkte  Q. 

Die  Verbindnngsgerade  eines  beliebigen  Pm 
seinem  complement&ren  Paukte  Z'-,  =  p& -j-pc  ist  i 
Diese  geht  aber  auch  durch  das  Inkreiscentrum  J 

Ein  beliebiger  Pnnkt,  der  complementAre  desi 
kreiscentrum  liegen  in  einer  Geraden. 

Jeder  Pnnkt  der  Geraden  PJ  hat  die  Form 

and  ihm  entspricht  complementär  der  Pnnkt 

(f+v)1*'+,'*+Pc 
Die  Parameter  der  Doppelpunkte  der  beiden 


ergeben  sich  aus: 

2 

und  sind:  +  1,  —  2.    Die  Doppelpunkte  haben  al 

P*  +  pi  +  j>«  —  2p„  +p»  H 

Da  ausserdem 

haben  wir  den  Satz: 

Auf  jeder  durch  das  In  kreiscentrum  eines  ] 
Geraden  gibt  es  ausser  dem  InkreiBcentrnm  noch 
mit  seinem  complementäreu  zusammenfallt;  dersi 
auf  der  Harmonikaien  des  Inkreisceutrums. 

Die  Pnnkte  P  =  pa,    Q  =  p<,pe  heissen  recipi 
complementäre  Punkt  Q,  von  Q  =  p^pe  hat  die  J 
V'P*  +P>>P*  —  p«  (pt  +f>«) 
Derselbe  kann  direct  durch  folgende  Constrnc 
den: 

P  =  jin   sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Eb 
ABC,  J  das  Inkreisceotrnm  desselben.    AJ  treffe 
JiJc  in  Ä.    Die  A'Ja  schneiden  sich  im  Punkte 
<k=pa(pi+pc). 


Ei  ist  nämlich  ;  , 

AP  =      0  Pt  —pb 

Ja=      0  1  1 

MB-1  1  1 

A'=pt-\-pe  pt  pe 

4'J#Bp-p(  —  (p*+pe)  p»-fpe 

Die  v(Vd  treffen  sich  im  Punkte  Q,  =  pa(pt-\-pe). 

Schliesslich  sei  noch  auf  einen  Zusammenhang  der  complomoo- 
tiren  and  reciprokoü  Punkte  hingewiesen.  Trifft  AP(P  =  pa)  die 
BC  in  Pa  and  sind  iV  die  complementären  Punkte  der  Pa,  so  schnei- 
dan  sich  die  AP«'  in  Q  =  ptpj. 

Es  ist  nämlich: 

Pa  =0  p»  p« 

r0'  =  p»+pc        p.  pi 

^P«'  =  0  pi,  —  pe 

Die  APa'  treffen  sieh  in  <J  =  p&pc. 

Es  kann  also  der  zn  einem  gegebenen  Punkte  reeiproke  Pnnkt 
uf  folgende  Weise  construirt  werden : 

P  =  pa  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  dos  Dreiecks 
ABC,  .i  dessen  Inkreiscentrum.  AJ  treffe  BC  in  Ja,  die  Harmoni- 
kale von  J  die  AP  in  V.  Die  Verbindungsgeraden  der  Schnitt- 
punkte (HJa,  Jb-h)  mit  den  Gegenecken  geben  durch  den  Punkt 
<Jspip«. 

Wien,  October  1885. 

Emil  Hain. 


Hilf«  Sitae,  die  sieh  auf  reguläre  Polygone  beziehen,  und  daraus 


estattet, 

tischen 


1 
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die  Cnrve  in  zwei  gleiche  Hälften  teilen.    Sind  jedoch  solche  Linien  : 

—  Symmetrieaxen  der  Cnrve  —  vorhanden,  so  werden  dieselben  ge-  J 

wissen  Bedingungen   unterworfen   sein.      Zunächst  müssen    sie  sieb.  ;i 

einem  bekannten  Theorem   der  alg.  Cnrven  zufolge,  in  einem  nml  |i 
demselben  Punkte  schneiden. 

Was  ferner  x  die  Anzahl  derselben  anbelangt ,  so  ergiebt  sich,    j 
dass  zu  irgend  einem  Element  (Pnnkt  oder  Tangente)  der  Cnrve  aas 
Gründen  der  Symmetrie  mindestens  die  doppelte  Anzahl,  als  die  Corte    ! 
Symmetrieaxen   hat,   solcher  Curvene!  erneute    einem  Kreis  um  den 
Schnittpunkt  der  Symmetrieaxen  angehören. 

Daraus  folgt  sofort,  den  Kreis  und  die  gerade  Linie  ausge- 
nommen, dass  keine  Cnrve  mehr  Symmetrieaxen  besitzen  kann,  all 
ihr  Grad  oder  ihre  Gasse  beträgt.  Ist  dies  dennoch  der  Fall,  so 
zerfallt  die  Cnrve  notwendig  in  concentrische  Kreise.  Dies  ermög- 
licht es  nns  folgenden  Satz  auszusprechen: 

„Jede  Cnrve,  die  mehr  Symmetrieaxen  znlasst,  als  ihre  Ordnung 
„oder  Classe   betragt,  besteht  notwendig  aus  einem  oder  mehreren 

„coucentri  sehen  Kreisen". 

II. 

Der  oben  entwickelte  Satz  ermöglicht  es  ans  bei  ganzen  Gruppen 
geometrischer  Oerter,  die  sich  auf  reguläre  Polygone  beziehen,  im  , 
voraus  schon  zu  behaupten,  dass  dieselben  ans  Kreisen  bestehen. 
Alle  diese  Oerter,  welche  sich  auf  alle  Seiten  des  Polygons  gleich- 
artig bezieben,  besitzen  nämlich  notwendiger  Weise  so  viele  Sym- 
metrieaxen als  das  Polygon  Ecken  oder  Seiten  hat 

Sind  so  z.  B. ;  au  «„  o3  . .  a„  die  Entfernungen  eines  Punktes 
P  von  den  Seiten  und  jSj ,  ßt  ...  ßn  die  Entfernungen  des  Punktes 
v««  den  Eckeu  des  Polygons,  so  zerfallt  jede  d 

=  o,l'«,««3'  +  ...<.M'  +  asP03«...o1'4-...  +  »Bl 


)  =  ß1frß,*1...ßJt  +  ß%,'ß£*...ß1*l+...  +  ßni 

—  COI 
meentrische  Kreise. 

Hiebci  haben  wir  stillschweigend  vorausgese 

:t  des   Polygons  von  sämtlichen  Seiten   glc 
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fassen  wir  dieses  Resultat  zusammen,  so  finden  wir  folgenden 
Doppelsatz: 

„Beschreiben  wir  um  den  Mittelpunkt  eines  reg.  Polygons  irgend 
„einen  Kreis,  so  hat  jede  Function,  die  durch  cyklische  Vertauschimg 
„der  Entfernungen  eines  Punktes  des  Kreises  von  den  Seiten  oder 
„die  durch  die  Quadrate  der  Entfernungen  des  Punktes  von  den 
„Ecken  des  Polygons  gebildet  wird  einen  festen  Wert,  der  Punkt 
„möge  auf  dem  Kreise  liegen,  wo  er  wolle;  wenn  nur  der  Grad  der- 
„selben  kleiner  als  die  Seitenzahl  des  Polypons  ist";  oder: 

„Jede  auf  die  obige  Art  entstandene  Function  eines  Punktes  in 
„Betug  auf  ein  reg.  Polygon  Ändert  sich  nicht,  wenn  das  Polygon 
„um  seinen  Mittelpunkt  gedreht  wird". 

Von  den  vielen  Folgerungen,  die  sich  als  specielle  Fälle  aus 
dem  allgemeinen  Satz  ergeben,  sei  nur  erwähnt,  dass  z.  B.  ans 


folgt,  wenn  wir  sämtliche  Glieder  mit  sin  —  multipliciren. 

Fällen  wir  von  irgend  einem  Pnnkt  eines  Kreises,  der  um  den 
Mittelpunkt  eines  reg.  Polygons  beschrieben  ist,  Lote  auf  die  Seiten 
des  Polygons  und  verbinden  deren  Fusspunkte,  so  entsteht  ein  IV 
Ijgon  von  constantem  Inhalt  (Es  ist  dies  ein  spec.  Fall  eines  Stei- 
nerschen  Satzes,  in  dessen  Abhandlung  über  Fusspunktscurven). 

Multipliciren  wir  ferner  <p(i)  mit  einer  eotsprechondon  Potenz 
der  Seitenlänge  des  Polygons,  so  finden  wir  Überdies,  dass  an  Stelle 
der  Entfernungen  eines  Punktes  von  den  Seiten  des  Polygons  die 
Dreiecke  treten  können ,  welche  der  Punkt  mit  den  Seiten  des  Po- 
lygons bildet 

Wird  ferner  der  Wert  von  <p(a)  oder  v((3BJ  zu  Null,  so  können 
wir  die  Gleichung  tp{a)  oder  if(ß"-)  durch  irgend  eine  Potenz  von 
Oin,oa  ...  oH  resp.  pV/V(V  ...  Ph1  dividiren  und  erhalten  alsdann 
ebenfalls  als  Oerter  bestimmte  Kreise.    So  stellt  z.  Ii.: 

i-+^+...i-H 


jns  beschrieben 
eines  Polygons 


Dreiecks  ABC, 
10  des  Punktes 


PAt  ~  PBj  ~  PC\  ~ 
oder: 

1      ..         1        1      1     _g 
£\ABPT  &ACP^  BCP 

Ebenso  ist  der  Hauptsatz  noch  gütig,  wenn  an  Stelle  der  Func- 
tion <p(«)  oder  ip(ß*)  tritt,  jedoch  ist  hiebei  stets  zu  achten,  das« 
alsdann  keine  der  »  Symmetrien  verloren  geht. 


III. 

So  mannigfaltig  auch  diese  Sätze  in  Beza;;  auf  reguläre  Poly- 
gone sind,  um  so  interessanter  sind  dennoch  die  Folgerungen  in 
goniomotrischer  Beziehung,  indem  dieselben  uns  gestatten  ohne  wei- 
teres eine  Falle  von  Relationen  aufzustellen. 

Berücksichtigen  wir  nämlich,  dass  <p(a)  unter  den  gegebenen 
Beschränkungen  einen  Kreis  darstellen  mnss,  die  Constante  möge 
irgend  welchen  Wert  haben,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass  <p[a)  eine 
Function  der  Entfernung  des  Punktes  vom  Hittelpunkt  des  Polygons 
sein  muss,  oder  mit  andern  Worten,  dass,  wenn  die  Gleichungen 
der  Seiten  des  Polygons 


lesino-t-ycos« — p  =  0 

»sin  \^+"J-\-yco8^+ttJ—  p  —  0 

irsin(-£+o)  +  yCOs(-£+i<J-p  =  0 


die  Gleichung  <p(a)  eine  ganze  rationale  Function  von  «*-f  j* 
muss.    Daraus  folgt  sofort,  dass  sämtliche  Glieder  der  Function 

welche  nicht  sowohl  <e  als  y  in  gerader  Potenz  enthalten,  ver- 
nden  müssen,  oder  mit  andern  Worten,  wir  erhalten  aas  joder 
rleiebnngen  <j>(«)  eine  Reihe  trig.  Relationen. 

So  geben  z.  B. 

«i  +  «s  +  °s  +■■■  «■  —  v(°) 
iDK+8^+o)+9in(lw+(,)+...8in(2ri?B+o)-.0 

OSB+cosf — -j-nl  +  cosl — l-erJ+...cosf «+«J—  0 


MiMctlUn. 
sin  »  cos  I -"+«)+ sin  (—+ «Jcosf —+ «J 

+  81B  I |-alC03l j-Bl+...SlPl —  « 

3)  «,«*  +  **  «4 +  «««5+   ■■•  =  *(«> 

li..c„,(1-"+„)-™(¥+.)».(^+.)  +  ... 

+  ...  B1D  I «-f-C  ICOSl  — 

4)  «,«,  +  «,»,+  ...-,(■>) 

siDKC-O«  ^+«j  +  «i«(-^+«jl»s(^  +  «)  +  .. 

.  /2»-2    .    \      /4» 
+ ...  sinl n+n  IcobI  — 

0.     8.     ff. 

5)  «>'  +  «■'+•.'+  ••■  +«.'  -»(«) 
.iD»<f+-»in>(^+.)+!m>(^+«)+...+.m>(~ 

eosS.+cos1  (~  +«)+e08>(^  +«)+...+cos'(- 

BiusocftSn  [-aiQ*  I \-e\  cosl |-bJ4-- 

+-"»*(-^— *+«)"»("" ■-«- 

B.     S.     ff. 
Allgemein  ist  stets 

wenn  a  von  0  bis  ■  sich  ludert,  p-\-q  <  »  i*t,  und 
beide  gleichzeitig  gerade  find,  «  möge  alsdann  eine 
welchen  es  wolle,  und  b  irgend  eise  <anze  Zahl  »ein. 


Wird  ferner  der  lUlbneater  dee  Poijgoni  onem: 
und  dennoch  alle  die  angewandt««  Seblnsae  giltig,  ni 
aa  Stelle  der  a  in  $<«) ,  die  sät  einer  Constanten  mi 
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Misceüen. 


nusse  und  Cosinusse  der  er, ha, |-a  u.  s.  w.  setzen  und  er- 

7     n    '     7    n    ■ 

halten  hieraus  unter  Berücksichtigung  der  in  III.  entwickelten  Re- 
sultate, z.  B. : 

sin2P<H-  sin2*  Q^+ a)+sin2^  +«)+... 


+  ..sin2p(  — — n-{-(tj=*  const 

cos2P«+cosrp( |-o  j-f"cos2p( H*  )+••• 

-f-...cos2^( rc+aj«  const 

sin2*«cos2**+sin2P  (^+a)cos2?  (?? +«)-}-... 


2p<« 


,       .  9fl/2»-2     .     \      Q /2n-2 
-{-...sm2*  f  — -   rc-f«  Jc08  ?( ~ 2 — 

u.     8.     w. 
Allgemein  ist  stets: 


const  (2j>+2g<«) 


const 


(P-h«i) 


Wir  glauben  kaum  noch  hinzufügen  zu  müssen,  dass  mittelst 
dieser  entwickelten  Relationen  sich  eine  ganze  Reihe  transcendentor 
Gleichungen  lösen  lassen. 

So  liefert  z.  6.  die  Gleichung 

l  +  C083a;4-C0S32a;  +  C0S83s-}-C0884a;  ^  q 

für  x  den  Wert  -g-;  die  Gleichungen 

cos 2a; — sin«  «  £ 


und 


cos3  2« — sin3«  —  | 


7t 


für  x  den  Wert  r~  u.  s.  w. 
Weingarten,  im  Okt.  1885. 


B.  Sporer. 


* ...  (o,  =) 
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3. 

Zur  Theorie  der  Kegelschnitte. 

L  Die  Gleichung  #*  —  27nx-\-nx2  =»  0  gehört  einer  Kegelschnitts- 
linie K  an,    welche  die  Achse  OY  in  O  berührt,    den   Mittelpunkt 

2m 

und  den  Durchmesser  ON=  —   in   der   Achse   OX 

n 

liegen  hat.     K  ist  für  n  =  0  eine  Parabel ,   für  n  >  0  eine  Ellipse, 

für  «<0  eine  Hyperbel.  Ist  P  ein  Punkt  der  Linie  K  und  OQ*=x0, 

QP  —  y0,  dann  trifft  die  Gerade  iVPdie  Ordinatenachse  OYin  einem 

Punkte    22,    der  so    liegt,  dass    sich     OR:ON=PQ:QN    oder 

OR :  —  -  y0 :  (—  -  x0  )  verhält ,  also  OR  =  _?5l*°_  ist.     Da  P 

2m*tA 
auf  IT  liegt,  so  muss  y02  — a?0(2m  — nx0)«»0  und   OR  = sein. 

Die  Tangente  T  an  £  im  Punkte  P  hat  die  Gleichung 
(x— aco)(  — m+nar0)+(y  — y0)y0  =  0,   woraus   für  den  Schnittpunkt 

S  von  T  mit  OF  die  Ordinate  OS  =  y°  ~~  "^ol-'go.  fo-t  Berück. 
sichtigt  man,  dass  rr0,  y0  der  Gleichung  von  K  genügen,  so  ergibt  sich 
05=  — $  und  somit:  OS  —  -^-,    Die  durchgeführte  Rechnung  gilt 

sowohl  für  rechtwinklige,  wie  für  schiefwinklige  Coordinaten,  und  wir 
können  deshalb  sagen: 

Die  Tangente  im  Punkte  P  einer  Kegelschnittslinie  halbirt  jeno 
Strecke  OR  auf  der  Tangente  im  Endpunkte  O  eines  Durchmessers 
ON,  welche  zwischen  O  und  der  Geraden  NP  liegt. 

Dieser  Satz  lehrt  uns  die  Gonstrucüon  der  Tangente  im  Punkte 
P  eines  Kegelschnittes,  von  dem  noch  ein  Durchmesser  ON  und  die 
Richtung  des  conjugirteu  Durchmessers  bekannt  sind;  sowie  auch 
die  Construction  des  Berührungspunktes  der  Tangente  eines  Kegel- 
schnittes, von  welchem  noch  ein  Durchmesser  ON  und  die  Richtung 
des  conjugirten  Durchmessers  gegeben  sind. 

Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  dann  weitere  Punkte  und  Tangenten 
der  Linie  K  nach  dem  Verfahren  gefunden  werden  können,  welches 
früher  (Neue  Construction  etc.  Arch.  S.  108—110)  besprochen  wurde. 
Die  Methode  modificirt  sich  nur  so ,  dass  0,  iV,  P  an  die  Stelle  von 
4,  J3,  C  treten,  und  anstatt  der  durch  C  zu  AB  gezogenen  Parallelen 
die  Tangente  in  P  zu  benutzen  ist  Nähares  hierüber  wollen  wir  an 
anderem  Orte  veröffentlichen. 
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II.  Die  Polargleichung  der  KegclBchnittslinien  hat  die  Fora 
r(l-|-gcosu)  ■-  p,  wenn  der  Pol  Oein  Brennpunkt  ist,  und  die  Hsapt- 
achse  des  Kegelschnitts  in  der  PolarachBe  OX  liegt  p  ist  die  Bilftc 
des  Parameters  VW,  und  man  hat  eine  Ellipse,  wenn  g<l ;  eine  P*- 
rabel,  wenn  q  —  1 ;  eine  Hyperbel,  wenn  q  ^>  1  ist 

Die  Tangente  T  im  Punkte  P...{ru  ra,]  hat  die  Gleichung 

r[(3-J-cosui)r,c08u  +  r,BinB,Binti]  =  pr, 

nnd   schneidet   die   Gerade  VW  in   einem    Punkte  S,   fttr    welches 

u  =  2    und  r  —  08  —  -t^—  ist. 

Es  besteht  deshalb  die  einfache  Relation:  j>  =  OSsin«,,  und  die 
Parallelo  zu  OX  durch  den  Endpunkt  V  des  Parameters  rtrmiiB 
auf  dem  Radiusvector  Ol'  des  Berühr ungspnnktes  P  dasselbe  Stack 
abschneiden  wie  die  Tangente  T  auf  der  Geraden  OK;  u.  zw.  ist  es, 
weil  q  in  der  Formel  nicht  vorkommt,  ganz  gleichgültig,  welche 
Kegelschnittslinie  vorliegt.  Biese  Tatsache  lilsst  sich  bei  vielen  Con- 
struetion  sauf  gaben  mit  Vorteil  verwenden. 

Obige  Formel  begründet  aber  auch,  da  sinu,  und  Bin(*—  %) 
gleich  sind,  folgenden  Satz  und  dessen  Umkehrnug. 

Wenn  Kcgelschnittslinicn  denselben  Parameter  VW  ~  2p  haben, 
dann  berühren  die  von  einem  Punkte  S  der  Geraden  VW  an  alle 
Kegels  eh  nittslinieu  gezogenen  Tangenten  in  Punkten  zweier  Geraden, 

durch  den  gemeinsamen  Brennpunkt  O  gehen  und  mit  der  Haupt- 

e  Winkel  bilden,  deren  sinus  gleich  -jj~  ist. 

Zu  den  Kegel sclmituli nie n  ist   selbstverständlich  auch  der  Kreis 
dem  Durchmesser  VW  zu  zählen. 

Pola,  im  November  1885. 

Fr.  Schiffuor. 


RtrtikO/t:  7mt  Kubatur  der  Sf ah,' >c/itn    WMenfiactun. 


XII. 

Zur  Kubatur  der  Malus'schen  Wellenflächen. 


Wilhelm  Ruchhöft 

9ui  Itoatock. 


Die  von  einem  leuchtenden  Punkte,  dem  Pole,  ausgehenden  Licht- 
strahlen besitzen  nach  der  Reflexion  und  Brechung  in  beliebig  vielen, 
««fach  brechenden  Medien  die  Eigenschaft,  Normalen  einer  Schar 
ton  Parallel  flächen  zu  sein,  denen  nach  Helmholtz ')  der  Name  Wellen- 
flachen  zukommt  Da  nun  Malus1)  ihre  Existenz  zuerst  nachgewiesen 
bat,  so  durfte  die  Bezeichnung  Malus'ache  Wellunfltuhen  im  Unter- 
schied von  der  Fresnel'schen  Wellenflache  eine  passende  sein a). 

Unter  Wellonfiaclie  möge  in  der  Folge  diejenige  zn  einem  einmal 
rehVctirten,  vorher  homocentri sehen  Strahle nsystemo  gehörende  Ma- 
Ins'sche  Wellenflache  verstanden  werden 
den  Punkt  hindurch  geht.    Sic  muss  der 
tneorie  gemäss  angesehen  werden   als 
von  Kugeln,  deren  Mittelpunkte  die  reflei 
stetig  erfüllen,  deren  Flachen  sämtlich  c 

Zwischen  der  Wellenflache  nnd  der 
den  Fnssptmktflache  besteht  ein  innigei 

1)  et  Heimholte,  pfcji.  Optik;  »ergl.  tmr 
Halu'icaen  8«ti  definirten  Fliehen".     Grelle. 

1)  Mulai,  Geon-  Optik,  Journal  de  ]'cco 

1)  Der  Verl  wurde  ait  der  in  mgegebei 
JWsi'tehe  Wellenflaehe"  nent  in    den   Vo 


f.  Hatthieuen    „CntemichnEe;   fiber  die 
Geh  dflnneo  Stnhtaibandele  gegen  einec 


)  Geigontn,  AbmIm  T.  XVI. 

4.  KiU.  a.  Pfcja.  i.  Ma*.  Ten  DL 
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metrische  Ort  des  Endpunktes  R  des  nm  sich  selbst  verengerten 
Lotes  PQ%  welches  von  dem  Pole  P  auf  eine  beliebige  Tangentialebene 
der  Basis  gefällt  wird,  ist  mit  der  Wellenfläche  identisch.  Letztere 
kann  daher  auch  angesehen  werden  als  der  Ort  des  virtuellen  Bildes, 
welches  die  spiegelnde  Oberfläche  der  Basis  von  dem  leuchtenden 
Pnnkte  entwirft6). 

Ihre  Gestalt  ist  eine  sehr  mannigfache.  Sie  kann  in  mehrere 
sich  stets  im  Pole  schneidende  OberfläQhenschalen  zerfallen ,  welche 
rings  geschlossen  sind,  so  lange  die  Basis  eine  endliche,  rings  ge- 
schlossene ist,  oder  wenigstens  im  Endlichen  gelegene  Asymptoten- 
kegel besitzt 

Anch  ist  es  bekannt,  dass  den  abwickelbaren  Flächen  nicht  eine 
Wellenfläche,  sondern  eine  Wellencnrve,  seeundäre  Brennlinie,  ent- 
spricht. 

Zur  Untersuchung  der  Malus'scben  Wellenfläche  führte  mich  die 
Theorie  der  Brennflächen  für  gebrochene  und  reflectirte  Strahlen- 
systeme, welche  im  Wintersemester  1883/84  den  Hauptgegenstand  der 
Uebungen  des  mathematischen  Seminars  der  Universität  Rostock  unter 
der  Leitung  des  Herrn  Professor  Krause  bildete.  Sie  schlössen  sich 
an  die  Kummer'sche  Theorie  der  geradlinigen  Strahlensysteme6}  an, 
gemäss  welcher  die  Coordinaten  der  Wellenflächenpnnkto  sich  als 
Functionen  zweier  unabhängig  veränderlichen  Grössen  u  und  v  dar- 
stellen lassen. 

Gegen  Ende  des  nächsten  Semesters  veranlasste  Herr  Prof.  Krause 
mich,  diese  Darstellungsform  der  Kubatur  der  Wellenflächen  zu  Grunde 
zu  legen;  so  zwar  dass  der  leitende  Gesichtspunkt  der  Untersuchung 
der  war,  auf  anderen  als  den  bisher  gebräuchlichen  Wegen  zur  Ku- 
batur der  Fusspunktflächen  zu  gelangen,  die  nur  für  wenige  Basis- 
flächen durchgeführt  ist 

Professor  Tortolini7)  bestimmte  1844  die  Oberfläche  und  das 
Volumen  der  Fusspunktflächen  des  Ellipsoides  und  der  beiden  Hyper- 
boloide unter  der  beschränkenden  Annahme,  dass  der  Pol  im  Mittel- 
punkte dieser  Flächen  gelegen  ist. 


5)  Böaser,  Theorie  der  caustiechen  Linien  und  Fl&chen  in  ihrer  getebieht- 
lichen  Entwickelang.    SchlOmilch't  Zeitichr.    Bd.  15.  1870. 

6)  Kammer,  Theorie  der  geradlinigen  Strahlensysteme.     Crelle,  Bd.  67. 

7)  „Nuove  applieazioni  del  Celcolo  Integrale  relative  alla  quadratur»  dtlk 
Snperficie  curre,  e  cubatara  de  Solidi."    Crelle.  Bd.  31.  1845. 
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1859  definirte  Herr  Dr.  Fischer8)  in  seiner  Dissertation  das  Vo- 
lumen der  Fusspnnktfläche  als  den  Inhalt  des  Kegels,  dessen  Spitze 
der  Pol,  dessen  Basis  ein  vorgelegtes  Oberflächenstück  der  Fusspnnkt- 
fläche ist  und  wies  nach,  dass  bei  willkürlicher  Wahl  der  Basis  der 
geometrische  Ort  der  Pole,  zu  denen  ein  constantes  Volumen  der 
Fusspnnktfläche  gehört,  eine  Oberfläche  dritter  Ordnung  ist;  dass  er 
aber  ein  Ellipsoid  ist,  so  bald  die  Basis  die  Eigenschaft,  in  sich  ge- 
schlossen zu  sein,  besitzt.  Ferner:  dass  es  im  ersten  Fall  höchstens 
acht  Lagen  des  Poles  geben  kann,  denen  ein  Maximal-  oder  Minimal- 
wert  des  Volumens  der  Eusspunktfläche  entspricht,  während  im  zwei- 
ten Fall  nur  ein  solcher  Punkt  existirt. 

Im  folgenden  Jahre  veröffentlichte  Herr  Dr.  Magener9)  im  Archiv 
einen  Aufsatz  über  die  Fusspnnktfläche  des  Ellipsoides,  die  von  ihm 
gefundenen  zahlreichen  und  interessanten  Lehrsätze  gedenke  ich  sei- 
ner Zeit  anzugeben. 

Gleich  darauf  liess  der  englische  Mathematiker  Hirst 10),  F.  R.  S., 
eine  Abhandlung  über  die  Volumina  der  Fasspunktflächen  erscheinen, 
die  er  schon  im  November  1862  der  Royal  Society  of  London  vor- 
gelegt hatte.  Es  werden  darin  die  von  Fischer  und  Magener  gefun- 
denen Resultate  bestätigt 

Dies  ist  die  ganze  Litteratur  über  die  Kubatur  der  Fusspunkt- 
flächen,  so  dass  also,  wenn  wir  uns  auf  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
beschränken,  die  Volumina  der  Fusspunktflächen  der  beiden  Hyper- 
boloide für  allgemeine  Lagen  des  Poles  und  die  Volumina  der  Fuss- 
punktflächen der  beiden  Paraboloide  überhaupt  noch  nicht  bestimmt  sind. 

In  den  beiden  letzten  Fällen  tritt  noch  die  Schwierigkeit  hinzu, 
die  Basisflächen  und  dementsprechend  die  Fusspunktflächen  in  passen- 
der Weise  zu  begrenzen. 

Die  Aufgabe  der  folgenden  Untersuchungen  ist  es,  die  Kubatur 
der  Weilenflächeu  und  damit  die  der  Fusspunktflächen  nach  der  von 
Gauss11)  entwickelten  Methode  durchzuführen,  wenn  die  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  mit  Ausnahme  der  abwickelbaren  Flächen  als  Basis 


S)  „De  superficierum  pedalinm  theorematibas  quibusdam."    D.  Berlin. 

9)  „Cttbatnr  des  Fnsspuokteukörpers  eines  Ellipsoides/'  Arch.  f.  Math, 
u.  Pbya.  Bd.  34.  1860. 

10)  Hint„OntheYolume8ofpedalsnriaces".  Phil.  Transact.  Vol.  163, 1863. 
VergL  Grelle  Bd.  Q3,  1863.  „Sur  les  volumes  des  surfaces  podaires".  Extr. 
da  memoire  etc. 

11)  Gauss  ,  Theoria  attract.  corporam  ellips.    Samtl.  Werke.     Bd.  5. 

15« 
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angenommen  werden.  Zerfällt  die  Wellenfläche  in  rings  geschlossene 
Oberflächenschalen,  so  bedarf  ihr  Volumen  keiner  weiteren  Definition. 
Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  sei  ihr  Volumen  mit  dem  Inhalte  des 
Kegels  identisch,  dessen  Basis  ihre  Oberfläche,  dessen  Spitze  ihr 
Pol  ist18). 

§  1.    Darstellung  der  Coordinaten  der  Wolienflächen- 
punkte  als  Functionen  der  Veränderlichen  u  und  vis). 

Es  sei  eine  beliebige  Oberfläche  vorgelegt  und  angenommen,  dass 
ihre  rechtwinkligen  Coordinaten  <r,  y,  z  sich  darstellen  lassen  als 
Functionen  der  beiden  Veränderlichen  u  und  v.  Ein  vom  Pol  ein- 
fallender Strahl,  dessen  Richtungscosinus  A,  p,  v  sind,  trifft  die  Ober- 
fläche in  einem  Punkte  <r,  y,  *  und  wird  reflectirt,  so  dass  er  nach 
der  Reflexion  mit  den  Axen  Winkel  bildet,  deren  Cosinus  {,  if,  { sind- 
Dem  Snellius'schen  Gesetze  gemäss  müssen  die  beiden  Strahlen  A,  p.  v; 
£,  17,  f  mit  der  Normalen  des  Einfallspunktes,  dem  Einrallslote,  «t,  ft  y 
in  einer  Ebene  gelegen  sein,  d.  h.  sie  müssen  auf  dersolben  Geraden 
a,  6,  c  senkrecht  stehen.     Dieser   Bedingung  entsprechen  die  drei 

Gleichungen 

Xa-{-(ib-{-vc  =  0 

aa-^ßb-\-yc  *»  0 
$a-f  1^-ffc  —  O 

oder  das  Verschwinden  der  Determinante 

A,  p,  v 

h  =»  py  —  v  0 

t  =  «v — Xy 

*  —  A0  —  op 
so  lautet  die  Bedingung 

1)  hS+iri+kt~0. 

Ferner  muss  der  Einfallswinkel  absolut  genommen  dem  Reflexions- 
winkel gleich  sein,  die  Cosinus  beider  aber  tragen  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen,  es  besteht  daher  die  Relation 


Setze  ich  daher 


13)  Fischer  a.  a.  O.  pag.  19. 

13)  Rothig,  Crello  Bd.  84'.  u.  88.  stellt  die  Coordinaten  der  Maluf'tchet 
WellenflEcbe  eines  Strahlcnsyitemei,  das  beliebig  viele  Brechnugen  erlitt,  dar 
als  Function  der  drei  Parameter  et,,  ßl%  yt,  twiseben  denen  die  Relatk» 
«,1+fV  +  yi,  =  1  besteht. 
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2)  i«+vß+tr  —  (*«+rt»+»r)-    d. 

I 

Das  Symbol  D  stellt  den  Cosinus  des  Einfallswinkels  dar,  nun 
ist  aber  die  Summe  (**+**+**)  dem  Quadrate  des  Sinus  desselben 
Winkels  gleich,  die  Symbole  sind  also  durch  die  Gleichung 

h*+i*+k*+D*  -  1 
verbunden. 

Aus  1)  und  2)  lassen  sich  leicht  die  folgenden  Gleichungen  her- 
leiten: 

£M—rj.L  =»  Z>.&, 

3)  t/iV  —  tW  —  D.h, 

fr  —  SN—  D.i, 

in  welchen  die  Grössen  L,  M,  N,  die  Unterdeterminanten  bedeutend, 
auf  die  folgende  Gestalt  zurückgeführt  werden  können 

£==*/*  —  *y==A  —  a.Dy 
M=hy—k.a  =  f»— ß .  2>, 
N  —  ta  —  hß  «■  v — y .  D, 

Es  gelten  ferner  die  Relatiooen 

£*+3f*+iV»  -  Zl  +  Afp-f-iVv  —  A»+»»-|-*»  -  1  —  D*, 

La.+  Mß+Ny  =  0, 

Aus  3)  aber  folgen  die  Werte 

y        IX—™  t.M—D.k 

*==— L~ '         *-  X         ' 

welche  in  die  Gleichung  P+^+P618^  eingesetzt  für  {  eine  qua- 
dratische Gleichung  ergeben,  deren  Gestalt  vermöge  der  genannten 
Relationen  auf  die  folgende  reducirt  werden  kann: 

J*+2a.Z>.|  —  A*— 2aA/>, 
aus  welcher 

4)  {--a.i>±(o.i>-A) 

* 

sich  ergiebt.  Für  den  Richtungscosinus  des  reflectirten  Strahles 
kommt  nur  das  untere  Vorzeichen  in  Betracht,  da  die  Wahl  des 
positiven  die  Wurzel  |  =  —  X  ergiebt,  dies  aber  ist  der  Richtungs- 
cosinus des  einfallenden  Strahles  gegen  die  X-Axe  in  der  Richtung 
von  der  Oberfläche  fort  gerechnet,  wie  es  sein  muss.  Das  Analoge 
gilt  von  den  Grössen  r\  und  {,  die  Richtungscosinus  des  reflectirten 
Strahles  sind  demnach 
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8  —  A— a>.A 

5)  q  =  p-2ßD, 

J  — v  —  2y.A 
wie  auch  immer  die  reflertirende  Oberfläche  beschaffen  sein  möge. 

Der  Knmmer'schen  Theorie  gemäss  Bind  dann  die  Coordinatec 
der  Weltenfl&che  gegeben  dnrch 

»i  =  «=+»•.£, 

fi)  »i  —»+'■■11 

%=«+r.fc 

wo  r  die  Entfernung  des  Einfallspunktes  von  dem  auf  demselben 
Strahle  gelegenen  Wellenflächenpnnkte  bedeutet  und  für  sein  Diffe- 
rential die  Relation  besteht: 

7)  —  dr  =  &c  +  vd>  +  £.«&. 

Die  Coordinaten  sc,  «,  s  sind  auf  ein  rechtwinkliges  CoordiDatensystem 
bezogen,  für  desBen  Lage  eine  beschränkende  Arnahme  nicht  ezistirt 
Ich  will  nun  den  Coordiuatenanfang  in  den  leuchtenden  Paukt  hinein  < 
verlegen,  dann  reprasentiren  die  Quotienten 

8)  1-f.       p-|.       v-£ 

die  Richtungscosinus  des  einfallenden  Strahles,  so  bald 

R  -  V? +y*+»1 

tzt  wird,  sind  also  Functionen  von  u  und  c. 

Die  Gleichungen  5)   und  8)  gestatten  dem  Differentiale  7)    die 
ii  zu  geben: 

—  dr  —  Xdx+pdy+vdi—iD.iadx+ßdy+f.d*), 

q  die  Grössen  A,  B,  C  die  Functionaldeter  mutanten  bedeaten 

3y  3* dg   d* 

3«  8c  Sc  5u 
di  Bx  dz  dx 
du  dv  dv  du 
Sx  Bj  8*  3y 
oü  Sc       9v    8u* 
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ist    Setzt  man  aber  für  die  Differentiale  der  Coordinaten  ihre  Werte 

dx  dx 

cy        ,    dy 


80  folgt 

and  man  erhält 

11)  —  dr  —  dR. 


Adx  +  Bdy+Cdz~*  0, 


Es  ist  unmittelbar  einzusehen,  dass  die  Integrationsconstante  der 
Null  gleich  gesetzt  werden  muss,  da  nach  der  gegebenen  Definition 
der  Wellenfläche  die  Entfernung  r  eines  ihrer  Punkte  von  dem  Ein- 
fallspunkte  xyz  ebenso  gross  ist  wie  die  Entfernung  R  des  Poles  von 
diesem  Punkte,  beide  Strecken  gemessen  auf  dem  reflectirten  resp. 
einfallenden  Strahle  vom  Treffpunkte  *,  y,  z  aus.  Etwas  anderes 
aber  behauptet  die  Gleichung  r  —  —  R  nicht. 

Die  Coordinaten  der  Wellenfläche  nehmen  vermöge  der  Substi- 
tution r  =  —  R  die  Gestalt  an 

2A(Ax+By+Cz) 

m  ..HDÄ-  2B(Ax  +  By  +  Cz) 

U)  yt  —  Z.p.D.K  —       A*+B*+C%     ' 

t^2¥DÄ„  2C(Ax+By  +  Cz). 

Mt  —Z.J.V.K—        A*+B*+C*       ' 

sie  sind  demnach  unmittelbar  Functionen  von  u  und  t%  so  bald  Ar 
die  Coordinaten  xyz  der  Basis  diese  Darstellungsart  gefunden  ist 

Wird  berücksichtigt,  dass  «,  ft  y  die  Bicbtungscosinus  der  Nor- 
malen, die  im  Einfallspunkte  auf  der  Basis  errichtet  wird,  bedeuten, 
dass  ferner  D  den  Cosinus  des  Einfallswinkels  repräsentirt,  so  können 

die  Ausdrücke 

**—  m.D.R, 

t*  —y.D.R 

unmittelbar  geometrisch  isterpretirt  werden,  es  zeigt  »ich,  dass  äi 
die  rechtwinkligen  Coordnatea  der  zm  derselben  forfdef 


■ 
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gehörenden  Fusspunktfläche  sind,  deren  Darstellung  als  Functionen 
zweier  Parameter  hierdurch  für  eine  ganz  beliebige  Basis  gegeben  wird. 

Ausserdem  wird  durch  das  vorletzte  Gleichungssystem  der  Zu- 
sammenhang zwischen  Wellenflächen  und  Fusspunktflächen  von  neuem 
bestätigt. 

§2. 
Ueber  die  Integrale/«. ds.cos(Nx),f  r.ds.cos(Nr). 

Vermöge  der  Darstellung  der  Coordinaten  der  Wellenflächen- 
punkte  als  Functionen  der  beiden  Veränderlichen  u  und  v  wird  die 
Kubatur  auf  die  Auswertung  von  Doppelintegralen  zurückgeführt 

Ist  nun  die  vorgelegte  Oberfläche,  deren  Volumen  bestimmt  wer- 
den soll,  eine  rings  geschlossene,  so  stellt  nach  Gauss ")  das  Integral  1 
fx.d*.cos(N,x)i  wenn  es  über  die  ganze  Oberfläche  ausgedehnt  wird, 
das  gesuchte  Volumen  dar;  dabei  bedeutet  (iV,s)  den  Winkel,  welchen 
die  nach  aussen  gerichtete  Normale  eines  Oberflächenpunktes  mit  der 
X-Axe  bildet  Denken  wir  innerhalb  der  Projectien  der  Oberfläche 
auf  die  ausserhalb  der  letzteren  gelegene  Ebeije  x  —  c  ein  Elemeat 
d£  herausgegriffen,  zu  ihm  senkrecht  einen  Cylinder  errichtet,  der 
die  Fläche  in  2k  Elementen  da  schneidet,  und  ist  ferner  ganz  allge- 
mein der  Inhalt  des  Cyiinders  zwischen  der  Eben»  *  —  e  und  dem 
Flächenstück  dsi  =  Iiy  so  ist 

V  —f*.d*. cos(2V,*)  -  £(/,»— Jik-1+...li— Jx) 

das  analytische  Aequivalent  des  Volumens. 

Dasselbe  wird  feiger  repräsentirt  durch  das  Integral 

r——  ifr.ds.  cos  (N,r), 

wenn  (N,r)  den  Winkel  bedeutet,  den  die  nach  aussen  gerichtete 
Normale  der  Fläche  mit  dem  von  ihrem  Fusspunkte  nach  dem»  Pole 
gezogenen  radius  vector  r  bildet. 

Ist  die  Fläche  nicht  rings  geschlossen,  so  kann  zunächst  von 
einem  Aussen  und  Innen  nicht  die  Rede  sein.  Da  nun  aber  die 
Fläche  /fey,«)  —  0  im  Allgemeinen  alle  die  Punkte  des  Bannes 
für  welche /(a?,y,*)  >  0  ist,  von  denen  scheidet,  die  /(a?,y,*)  kleiner 
als  Null  machen,  so  sind  wir  berechtigt  die  Normale,  welche  sich  von 
der  Fläche  aus  in  das  erste  Gebiet  erstreckt,  als  die  nach  aussen 
gelichtete  zu  bezeichnen.    Nehmen  wir  ferner  an,  dass  das  vorgelegte 


14)  Gausa,  Theoria  attractionis  corponjpa  eltfpticorum  etc.  im  V.  IM.  *  *>W* 
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QberiUcfceqßtück  ein  continuirliches  ist,  so  ist  anschwer  einzusehen, 
dass  ein  vom  Pol  nach  der  Fläche  gezogener  radius  vector  mit  den 
in  seinen  Treffpunkten  construirten  und  nach  aussen  gerichteten  Nor- 
malen der  Fläche  a  wechselnd  spitze  und  stampfe  Winkel  bildet 
Die  Anzahl  der  Schnittpunkte  kann  eine  gerade,  kann  eine  ungerade 
sein.  l)ie  Richtung  des  Radius  vom  Treffpunkte  nach  dem  Pole  hin 
sei  die  positive.  Um  den  radius  vector  werde  ein  Kegel  mit  der  un- 
endlich kleinen  Oeffhuug  d£  construirt,  der  vom  Pole  aus  betrachtet 
in  den  Entfernungen  rj,r2,...r*  aus  der  Fläche  die  Elemente 
dsvdstJ...dn  ausschneidet  Um  den  Pol  mögen  mit  den  Radien 
r1,ri...rk  concentri8che  Kugeln  construirt  werden,  auf  deren  Ober- 
flächen der  Kegel  mit  der  Oeffnung  d£  die  Stücke  da^  rf<r„ . . .  detk 
kennzeichnet 

Der  Inhalt  des  Kegels  bis  zum  ersten  Schnittpunkte  ist 

h  a  i*i«**i  ~  ±  in  efc,  cos  (#„»•), 
das  Volumen  des  zweiten  wird  durch 

Ii  =  irid6  =  ±  i r2 dsg COS (iV^r) 

gegeben  u.  s.  f.  Demgemäss  stellt  ijt— -JI-1+Ä-2 — f-...2i  das 
Stück  des  Volumens  dar,  welches  zwischen  der  Oberfläche  und  dem 
anendlich  kleinen  Kegel  gelegen  ist  Stellen  wir  dieselben  Operationen 
for  alle  Punkte  der  ungeschlossenen  Oberfläche  an,  so  ergiebt  sich,  dass 

i /r.  «fr.  cos  (iV,r), 

erstreckt  über  die  ganze  Oberfläche,  vom  Zeichen  abgesehen  das  Vo- 
lumen desjenigen  Körpers  darstellt,  der  zwischen  der  Oberfläche  und 
dw  K,egel  gelegen  ist,  dessen  Basis  mit  der  Oberfläche  zusammenfällt, 
dessen  Spitze  im  Pole  liegt. 

Das  letzte  Integral  setzt  uns  in  den  Stand,  mit  wenigen  Schlüssen 
den  Zusammenhang  festzustellen,  der  zwischen  dem  Volumen  der 
Fasspunktfläche  und  der  Wellenfläche  derselben  Basis  besteht.  In 
der  Tat»  die  rqdii  vectores  beider  Oberflächen  stehen  im  Verhältniss 
1:2,  die  Oberflächenelemente,  welche  demselben  Kegel  mit  der  Oeff- 
naog  d£  entsprechen,  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der  Radien. 
Legen  wir  der  Kubatur  beider  Flächen  die  letzte  Formel  zu  Grunde, 
so  folgt,  dass  das  Volumen  der  Wellenfläche  achtmal  so 
gross  ist  als  das  Volumen  der  Fusspunktfläche  dersel- 
ben Basis. 

Zum  Schlüsse  dieser  allgemeineren  Betrachtungen  möge  hervor- 
gehoben werden,  dass  der  Hauptnachdruck  in  den  folgenden  Unter- 
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Buchungen  darauf  gelegt  ist,  die  angemeine  Einfachheit  und  Ueber- 
sicbtlichkeit  der  von  Gauss  und  Kammer  entwickelten  Methoden  klar- 
zulegen ;  ans  diesem  Grande  sind  sie  znm  Teil  auf  die  Rotationsflächen 
beschrankt  worden.  Fallt  diese  Beschränkung  fort,  so  tritt  eine 
Aenderang  im  Princip  der  Untersuchung  nicht  ein,  wir  gelangen  bei 
der  Auswertung  der  Integrale  zu  transcendenten  Functionen,  wahrend 
im  ersten  Fall  die  Darstellung  durch  algebraische  Functionen,  durch 
den  Logarithmus  und  die  Arcus -Tangente  möglich  ist 


§3. 
Das  Ellipsoid. 
Die  Gleichung  des  dreiaxigen  Ellipsoides 

ai-r-6i -*-„.-! 
wird  identisch  erfüllt  durch  die  Functionen11) 

1)  y  =  i.Binu.cosp, 


Die  Elimination  von  v  ans  den  beiden  letzten  Gleichungen   fahrt  zu 
dem  Resultat 


Beide  Gleichungen  reprasentiren  eine  zur  X-Axe  senkrechte  Ellipse, 
>ald  dem  Parameter  u  ein  fester  Wert  beigelegt  wird. 

Eiiminiren  wir  u  so  folgt 

bs  —  e.y.COtgv, 

erhalten  die  Gleichung  einer  sich  bei  veränderlichen  Werten  von 
ii  die  X-Axe  drehenden  Ebene,  so  dass  also  die  Oberflachenpunkte 
dreiaxigen  EUipsoides  vermöge  der  Curven  U  nnd  V  dargestellt 
als  Schnittpunkte  einer  veränderlichen,  der  X-Ebene  parallelen, 
ose  und  einer  um  die  X-Axe  sich  drehenden  Ebene.  Sollen  alle 
kte  der  Oberfläche  erschöpft  werden,  so  müssen  die  Veränderlichen 
ad  v  zwischen  den  Grenzen  variiren 

1 5)  cf.  Joachimethil,  Anwendung  der  Diff.-  a.  Inl.-Rcchg.  «,uf  die  Tbeori* 
Flachen  nnd  der  Linien  dopp.  ErOmmnng. 
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0  ^  v  <  2w, 

Ich  verlege  den  Coordinatenanfang  in  den  Pol,  dessen  Coordinaten 
— J,  —  *,*—  *  sein  mögen,  und  erhalte  für  die  Coordinaten  der  Ober- 
flichenpnnkte  des  Ellipsoides 

3)    #  —  /-j-ocost*,    y  —  m-f-6»sinitC08t>,    *  —  n-f-<?sin*sint>. 

Ans  diesen  Gleichungen  finden  wir  durch  partielle  Differentiation  und 
mit  Berücksichtigung  von  §  1,  10 

A  —  ft.e.siniicosit,    B  —  ocsin'ucost;,    C  —  o&sin'usinv, 

4) 

Ä*«»  iVsin'tt, 

wo 

5)  N=  a1  Ö*.  sin*tt  sin*  v + a*  c*  ßin*  u  cos*  t>  -(-  &2  <?  cos*  t* 

gesetzt  wurde.    Vermöge  der  Gleichung  12.  des  §  1.  setzen  sich  aus 
3)  und  4)  dio  Gleichungen  der  Wellenflache  wie  folgt  zusammen : 

2.b.c.cosu.M 
_%  2acsinuCOBvM 

*)  Vi  — ^ ' 

2ab&wuBmvM 

H y  ' 

dabei  ist 

7)  M  —  /.^?coBu+m.<u?8inucost>-j-nai8inttsint>+o^> 

die  Grenzen  sind  0  und  n  für  *,  0  und  2n  für  v. 

Dio  Wellenfläche  ist,  wie  aus  6)  hervorgeht,  rings  geschlossen, 
ihr  Volumen  demnach  repräsentirt  durch 

V=  —  \fr  ,d$.  cos  (2V>). 

Bedeuten  -4j,  2J„  C,  die  analogen  Determinanten  wie  -4,  -8,  C  nämlich 

^  _  fyi   8«,  __  8y,  8^ 
1      3tt    8tT      8t>    3u ' 


8) 


10  ist 


9»i   8^      8»|  8b| 
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ds*=-du.  dvVAS+BS+CS, 

COB(Air)  =  -  ^^  +  ^yi  +  Q»i 
daher 

2u    n 


9)     ^  ■*  *./y*Mi  * + *» yi + Ci  h) 


du  de. 


Durch  partielle  Differentiation  erhalten  wir  ans  6) 


du  -  ^{^(-Mmu+coBu-^f-cosuM^y 
10)        tu" Ni~ p^cosu+sinu^  J-8in«Jfg^  ). 

£T iv*-  (^(^cosu+sin«-^  )  -sm«Jf^  j , 

8xj       2.6c.costtft,  8Af      „.3iV» 
8t.   ™        iV*      \-™-"87-j,f8T  }' 

8y,       2<K?8in«(,y     ,,  .       .  dM\  JdN\ 

87  =— p~rv~ MBmv+co*v  ■^7>;-co8,'•■af87l, 

&       2«».8in«f.T/„  .     8M\       .  82V1 

g^  =  — p~(iV^Jtfco8t,+8inv-^j-8int»if  g^  J  , 

Diese  Grössen  gestatten  die  Berechnung  der  Determinanten 

4. a*b.c. sin«  (  ,    .  8Af       .  8A'l 

.4i  —  M jß {cosu.i£.N-{-ainu.N-K- —  siou.M.  g— ?• 

sin'u .  cos«3f .  N4-  sin  v  N  -» sin  neos  neos  wÄ-r- 

-f-  8in  tt .  COS  tt  .  COS  t> .  M  äj—  —  81Q  ü.  J#  g— 

sin*  tt .  sin  v .  Jfiv —  cos  v.  N-* sin  u .  cost* .  sin  ü-W-öt 

a*  a* 

+  8inu.co8tt.8int>.JfV-  +  cost>.ilf  g- 

Die  einfachsten  Operationen  ergeben 

.    „        .  ^           8.o2.*2.c*.ilf5.8int4 
^1*1  +  ^1^1  +  ^1*1  —  ^ ' 

so  dass  für  das  Volumen  der  Wellenfläche  die  Relation  besteht 
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0     0 

Die  Uebereinstimmung  dieses  Ausdruckes  mit  dem  von  Hrn.  Magener16) 
aufgestellten  Doppelintegrale  ergiebt  sieb  sofort,  wenn  beachtet  wird, 
dass  — t,  — m,  —  n  die  Coordinaten  des  Poles  bezogen  anf  das  mit 
seinem  Nullpunkt  im  Centrum  des  Ellipsoides  gelegene  rechtwinklige 
System  bedeuten,  während  Magener  sie  durch  «,  /?,  y  bezeichnet. 
Der  Vergleich  lehrt  auch,  dass  das  Volumen  V  der  Wellenfläche  dem 
achtfachen  Volumen  der  Fusspunktfläcbe  des  Ellipsoides  gleich  ist 

Entwickelt  man  den  Ausdruck  (cf.  7)) 

Af5  —  {  abc  + 1. bc cos u -f- mac sin n cos v-{-nab sin u sin  v  }5 

so  wird  die  rechte  Seite  der  Gleichung  11)  gleich  eiuer  Summe  von 
zwanzig  Integralen,  deren  Argumente  u  und  v  zwischen  den  resp. 
Grenzen  0  und  2k,  0  und  n  variiren.  Sämtlichen  Integralen  ist  der 
Nenner  N*  gemeinsam,  in  welchem  die  trigonometrischen  Functionen 
nur  quadratisch  auftreten.    Zerfälle  ich  nun  das  Integrationsgebiet 

0  bis  2n  in  die  vier  Intervalle  0  bis  nj^  ~  bis  rc,  n  bis -7p  -ö-bis2*r, 

2n  2n 

*  ,  A  j      j      /*8in2",+1t>cosHt><to   ,        .    .      />cosa",+1t>sin,,t>dt> 
so  folgt,  dass  das  J  -r^ als  auch  das  #   -r^ 

verschwindet.  In  der  Tat,  ich  kann  vom  Nenner  absehen,  die  Ele- 
mente 8inSM+1*.cosnt?  des  ersten  Quadranten  werden  von  denen  des 
vierten,  die  des  zweiten  von  denen  des  dritten  aufgehoben,  da  sie 
ihnen  stets  gleich  und  entgegengesetzt  sind.  Genau  so  werden  die 
Elemente  cos2m+1osinf>0  des  ersten  und  vierten  Quadranten  von  denen 
des  zweiten  und  dritten  aufgehoben.  Auf  analoge  Weise  ergiebt  sich 
noch,  dass 

cos2**1  tt .  sin"  udu 


r 


#s 


ist  Wird  dann  aber  die  Integration  in  passender  Weise  zuerst  nach 
•  und  dann  nach  v  oder  umgekehrt  ausgeführt,  so  folgt,  dass  alle 
zwanzig  Doppelintegrale  bis  auf  vier  vorschwinden,  deren  Gestalt  die 
folgende  ist: 

in   x  In    n 

IS)  Magener,  Kubatur  des  Fusspunktenkörpers  eines  Ellipsoides.   Archiv  34. 
PH-  «52. 
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P  P sin* u C0S*t? du dv  P  r*vfiuz\Ti%vd*do 

.1.1         n*  ./,/         m 

0     0  0     0 


so  bald  in  ihnen  die  Grenzen  für  beide  Veränderlichen  gleich  O  und 

n 

2 


n 

«r  gesetzt  werden,  tritt  der  Factor  8  vor  das  Summenzeichen 


Schreibe  ich  ferner  das  Yolnmen  der  Wellenfläche 

12)  Vi,m,n  -  V0  +  fi  Vi+m*  Vm+n*  V* 

und 

co88tt  .  sin^MCos'w  .  sin*  t*  sin*  p 

Q  M  sr+      £i      + ? 

so  haben  die  Grössen  F0,  Fi,  lmy  Vn  folgende  Werte 


2    2 

0       Zabc 

0    ö 


P  Psmududv 


2    2 


13) 


64     P  P  cos*  u  sin  u  <fo  rft> 

r'-^././ 9 

0     0 


ff    ff 

2    2 

'8instt.co8*tr<fttcfo 

m *      * 

eure 

0     0 


-alrej  J 


ff    ff 

2    2 

64     P  /*8in8usin*t><ftt<Jt> 

'""  abc*t 

0     0 


P  /»8in8usin*i 
7  7  Q* 


Diese  vier  Integrale  lassen  sich  vermittelst  einer  einzigen  Inte- 
gration darstellen17).  Wird  nämlich  der  Quotient  ^  partiell  nach 
o,  b,  e  differentiirt,  so  folgt 


17)  cf.  Magener  a.  a.  0.  pag.  454. 
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C08*t*        cfi 


^VQV  C08**.sin*tt       fi    8\QV 


Q»         4  '      Sa  '  Q8  4  *      db    ' 

14) 

8in*t>sin*u       <*    8\ÖV 
Q»        ""4  *      de 

multipliriren  wir  beide  Seiten  dieser  drei  Gleichungen  mit  sin u.du.dv 
und  integriren  wir  nach  u  und  nach  v  zwischen  den  Grenzen  0  und 

2 .  so  erhalten  wir  gerade  die  vier  zuletzt  angeführten  Doppelintegrale, 
deren  Auswertung  daher  auf  die  Bestimmung  von 

n   n 
2    2 

dudv 


c-.f-f-< 


und  dessen  partiellen  Differentialquotienten  nach  a,  £,  e  zurückgeführt 
ist  Das  bestimmte  Doppelintegral  C  ist  bekannt,  es  ist  dasselbe,  zu 
welchem  Jacobi 18)  1833  bei  der  Quadratur  der  reeiproken  Fläche  des 
Basis-Ellipsoides  gelangte.    Ist 

diese  Oberfläche,  so  resultirt 


a*a*** 
C— 


<■  i }) 


8 
und 

16    dC  16    dC  16   dC 

15>  "-JT.-T-     V~=~'W     *>-*-*' 

zugleich  nimmt  V0  mit  Berücksichtigung  der  Relation 

cos*tt-J-sin*t*co8*t>-|-8in*u8in*t>  =  1 
die  Gestalt  an 

wie  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  14)  ergiebt.  Die  in  Formel 
13  aufgestellten  Ausdrücke  für  Fi,  Vm,  F»,  F0  sind  stete  positiv,  da 
die  Argumente  der  Integrale,  also  diese  selbst,  zwischen  den  vor- 


18)  Jacobi,  De  traniformattoiie  et  determinatione  integraliotn  dupL  Crclle 
Bd.  X. 
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gelegten  Grenzen  positive  Grössen  sind.  Daraus  geht  zunächst  her- 
vor, dass  das  Volumen  der  Wellenfläche  ein  Minimum  sein  muss, 
wenn  Z  =  m  «  n  «=  0  ist,  d.  h.  wenn  der  Mittelpunkt  der  Basis  Bit 
dem  Pol  zusammenfällt.  Ferner,  dass  dies  die  einzige  Lage  des 
Poles  ist,  der  ein  Minimum  oder  Maximum  des  Volumens  entspricht 

In  der  Tat  bildet  man  die  Gleichungen 

so  zeigt  es  sich,  dass  ihnen  keine  anderen  Lösungen  als  die  ge- 
nannten Z  =  m  =  n  =  0  genügen. 

Wir  gelangen  daher  zu  dem  Lehrsatze: 

I.  Das  Volumen  der  Wellenfläche  des  drciaxigeu  Ellipsoides  ist 
dann  und  nur  dann  ein  Minimum,  wenn  der  Pol  im  Mittelpunkt 
desselben  gelegen  ist. 

Die  Gleichung  12) 

fahrt  uns  noch  zu  einer  Reihe  interessanter  Lehrsätze: 

Wie  schon  einmal  erwähnt,  bedeuten  /,  m,  n  die  Coordinaten  des 
Mittelpunktes  der  Basis  bezogen  auf  den  Pol  als  Ursprung  des  Coor- 
dinatensystems,  nun  repräsentirt  der  Ausdruck 

gleich  einer  Constanten,  ein  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  ist 
Wir  erhalten  den  Satz: 

IL  Bewegt  sich  ein  Ellipsoid  derartig1,  dass  ein  Mittelpunkt  auf 
einem  zweiten  Ellipsoide 


Vi.        Vm  Vn 

D  +  mD+nD 


dessen  Centrum  der  Pol  ist,  gleitet,  während  seine  Axen  denen  des 
letzteren  parallel  bleiben,  so  ist  für  alle  Lagen  das  Volumen  der  ao/ 
das  erstero  bezogenen  Wellenfläche  ein  constantes. 

Da  nun  Z*,  m*,  n*  auch  angesehen  werden  können  als  die  Qo&~ 
drate  der  Coordinaten  (—  /,  —  w,  — n)  des  Poles  bezogen  auf  das 
Centrum  der  Basis,  so  folgt  das  bekannte  Resultat: 

III.  Liegen  die  Pole  auf  der  Oberfläche  eines  dreiaxigen,  de« 
Basis-Ellip8oido  concentrischen  Ellipsoides ,  welches  durch  die  Glei- 
chung 
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dargestellt  wird,  so  sind  die  Volumina  der  zugehörigen  Wellenflächen 
einander  gleich. 

Sämtliche  EUipsoide,  zu  denen  man  durch  Veränderung  von  D 
gelangen  kann,  sind  einander  ähnlich: 

IV.  Die  geometrischen  Oerter  der  Pole  gleicher  Wellenkörper 
sind  einander  ähnliche,  concentrische  Eilipsoide. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  diese  EUipsoide  dem  Basis-Ellipsoido 
nicht  ähnlich  sein  können,  auch  lässt  sich  nachweisen,  dass  sie  stets 
drei  von  einander  verschiedne  Azen  besitzen,  so  lange  der  Basis  diese 
Eigenschaft  zukommt 19). 

Setzt  man  l  —  ±*o,  m  —  ±*£,  n  ^  ±^kc  und  berücksichtigt, 
dass  den  Gleichungen  15)  und  16)  gemäss  für  das  Volumen  der  Well en- 
fiiche  auch  die  Relation  besteht 

.    16  («  8C  ,     f3C.     ,  dC\ 
so  folgt 

18)  Kto. »,*<:-  K0(3*»+l) 

Ans  dieser  Formel  ergeben  sich  wieder  zwei  corretpondirende  Lehr- 
sätze: 

V.  Es  sei  ein  Parallelepipedon  vorgelegt,  dessen  Ecken  dieCoordi- 
n&ten  b  —  ±fc*,  m  ±J&,  n  -=»  ±ke  besitzen.  Construirt  man  um 
dieselben  als  Centra  die  acht  möglichen  EUipsoide,  welche  alle  die 
nämlichen  den  Kanten  des  Parallelepipeds  gleichgerichteten  Axen  a1 
b,  c  besitzen ,  so  sind  die  Volumina  der  auf  sie  bezogenen  Wellen- 
flächen  unter  sich  und  dem   C3k*-\-l)-(ichen  Minimalvolumen  gleich, 

VL  liegt  der  Pol  in  einer  beliebigen  Ecke  *—  ±&*.  y  —  ±^*, 
*— ±A*  des  Parallelepipeds,  dessen  Diagonale»  tick  im  Cenlram  der 
Basis  schneide  so  ist  das  Volumen  der  Wellenfiäcbe  dem  (3**+l)- 
beben  des  Miiimalwertes  F9  gleich. 

Der  Kürze  wegen  wolle*  wir  fftr  des  AagenMkk  die  zweite  Lage 
des  Coonünatensystemes  festhaltet,  annehmen,  dass  der  Coordsaatea- 
anfang  mit  dem  Mittelpunkt  des  EUipsoide«  msammenftm    Ist  k  —  1, 


IS)  cf.  MftgOKr  *.  *.  a 
Awk.  Ut  MaOu  m.  Pfcjm.  %.  £•**.  T*H  HL  W 


^J 
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so  nennen  wir10)  diu  Parallelepiped  ein  conceutrisches,  seine  Dia- 
gonalen werden  durch  die  Gleichungen  x  =-  ka,  y  =  ü,  s  —  Ix,  ia 
denen  k  ein  veränderlicher  Parameter  ist,  dargestellt,  so  /war,  dass 
die  Entfernung  eines  Punktes  auf  der  Diagonale  vom  Mittelpunkte 
geschrieben  werden  kann  r  —  k.^^-^L*- |-e*.    Dann  resulürt: 

VII.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  einer  der  Diagonalen  dea  dem 
EUipsoide  concentrischen  (umschriebenen  8I))  Parallelepipedous ,  so 
ist  der  Zuwachs,  den  der  Minimalwert  des  Wollenflächenvolumens 
erleidet,  dem  Quadrat«  seiner  Entfernung  vom  Mittelpunkte  propor- 
tional und  gegeben  durch 


'.(i+'jq^Fp) 


Die  vier  Diagonalen  durchsetzen  die  Schar  der  EUipsoide,  deren 
Oberfläche  der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Welleukörper  ist. 
Jene  EUipsoide  aber  erfüllen  den  ganzen  Raum,  daher  ergiebt  sich: 

VIII.  Dos  Volumen  einer  jeden  Wellenflache  des  dreiaxigen 
EUipsoide s  lässt  sich  in  die  Form  bringen 

K0(l  -f3fc*). 

Das  Doppelintegral  C  ist  nach  Jacobi  oiue  symmetrische  Func- 
tion vierten  Grades  der  Grössen  «,  b,  c  und  genügt  daher  der  Glei- 
chung: 

An  ÖC_i_*8C'_i_    SC- 

Diese  Relation  gestattet  den  für  daa  Volumen  gefundenen  Ausdruck 
17)  in  eine  äusserst  einfache  Form  überzuführen,  wenn  l  =  m  —  " 
gesetzt  wird.    Es  ergiebt  sich  aus 


Lehrsatz: 


IX.  Die  Volumina  der  Wellenflachen  des  Ellipsoides,  die  den 
it  Ecken  «  —  y  —  z  =  ±_l  eines  concentrischen  Würfels  ent- 
echen,  sind  einander  und  dem  Minimumkürper  F0  plaa  dem  Körper 
ich,  der  entsteht,  wenn  man  die  Oberfläche  des  reciproken  El- 
loides  mit  dem  Factor  8laaöe  nraltiplicirt. 


20)  cf.  Migener,  1.  1.  p»g. 
II)  cf.  Hlrtt,  psg.   13. 
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Aach  können  die  Gleichungen  x  —  y  -  •  *  ■=  l  angesehen  werden 
als  das  analytische  Aequivalent  der  Diagonalen  des  conceutriachen 
Würfels;  da  nnn  die  Entfernung  eines  Punktes  der  Diagonalen  vom 
Centram  des  Ellipsoides  —  iyZ  ist,  so  folgt: 

X.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  den  Diagonalen  des  concentrischen 
Würfels,  so  ist  der  Zuwachs,  den  das  Miuimalvolumen  der  Wellen- 
fliehe  erleidet,  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Poles 
vom  Centrum  des  Ellipsoides. 

Hiermit  müssen  wir  der  grösseren  Kurze  wegen  die  Discussion 
der  für  das  Volumen  der  Wellenflachen  des  Ellipsoides  aufgestellten 
Gleichungen  abbrechen.  Die  für  die  Fusspunktenkörper  '*)  der  beiden 
Rotationsellipsoide  und  der  Kugel  aufgestellten  Lehrsätze  lassen  sich 
mit  leichter  Mühe  übertragen  und  vermöge  der  mehrfach  hervor- 
gehobenen Dualität  zwischen  Pol  und  Wellenfläche  vermehren. 


$4- 
Das  zweischalige  Hyperboloid. 

Die  Gleichung  des  zweischaligen  Hyperboloides 

„i-ji-r-flS-i 
wird  identisch  erfüllt  durch  die  Functionen  **) 
x  —  atgttCOSe, 

y  =  (tgWSiUff, 


welchen  gemäss  die  Punkte  auf  der  Mantelfläche  des  I 
dargestellt  werden  als  Schnittpunkte  einer  der  <Z-Eben 
beweglichen  und  veränderlichen  Ellipse  und  einer  nin  dii 
drehenden  Ebene.  Sollen  sämtliche  Punkte  der  Mantelflä 
werden,  so  sind 

für  v  die  Grenzen  0  und  2» 


»)  et  Sfagener  and  Hirit  a.  ».  0. 
SS)  K.  Brauer,    „Beitng    nr  Theorie    da   Potenti»U". 
ISS*,     pf  *'• 
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festzuhalten  '•  Legen  wir  ferner  als  Basis  die  Rotationsfläche  derselben 
Art  zu  Grunde,  und  nehmen  wir  den  Coordinatenanfang  als  im  Pole 
(— l,  — m,  — n)  liegend  an,  so  lauten  die  Coordinaten: 

1)     x  «=*  /-J-atgucostv   y  wsm  m  +  atgusinv,    z  — ■  n-f- 


COS* 


Aus  diesen  Gleichungen  leiten  wir  mit  Hülfe  der  partiellen  Differen- 
tiation die  Werte  der  folgenden  Grössen  ab: 


sin*u  cosv 
A  —  — ac — -m > 


„  sin*usin* 

B  =  — ac — —5 — $ 


cos^i*     '    ~  cos8!* 

5J  =  aV+c*8in«tt)^ 


sint* 
cos4»* 


Sei 

2)  J/=  cZsinttCOStf-f-cwsinusin»  —  „<, — accosu, 

so  sind  vermöge  der  Untersuchungen  des  §  1.   die  Coordinaten  der 
Welleuflächo  gegeben  durch 


2cM 


sin  u  cos  v 


a*+c*sinV 

sin  u  sin  v 
y'  -  ^a'+c'sinV 

1 


*i 


2aM-^ 


a*-\-c*8M*u 


Durch  Division  erhalten  wir  tti—xitgv,  die  Curven  **)  V  werden 
daher  auf  der  Wellenfläche  durch  eine  um  die  Z-Axe  sich  drehende 
Ebene  ausgeschnitten.  Quadriren  wir  die  aus  3)  abgeleiteten  Glei- 
chungen : 

yi  __       «_. .___       *i 


smusinv, 

a  '      z. 


smucost? 

a 


und  addiren   sie,   so   ergibt  sich  die  Gleichung  eines  veränderlichen 
Kreiskegels 

der  den  leuchtenden  Punkt  als  Spitze  besitzend  auf  der  Wellenfläche 
die  Curven  U  bestimmt. 

Da  die  Coordinaten  x\  y,  z  und  xt,  yx,  zt  eindeutige  Functionen 
von  u  und  v  sind,  so  werden  die  letzteren  alle  Punkte  auf  der  Wellen- 
fläche durchlaufen,  wenn 

für  v  die  Grenzen  0  und  2n 


»    »  » 


n 


0 


n 


1t 


24)  cf.  Joachinuthal  „Anwendg.  der  Diff.«  u.  InL-Rechng.  auf  die  Theorie 
der  Flächen  und  Curven  dopp.  Kr.11. 


cwr>   : 


«     Q  =  -3I 


Uä  *~    I  «•« 


Süd   fit»1***  ST   OK     '  UflBHt     "    Ä  1  >!ltU     AST   JkT.^Mt    ^S.Vy-tei, 


5)    r-  *-•/*/' 


— *>i 


// 


Wir  nkpn  srteac  äs  *bk  IunnainaacraL  mst  r^  %v»kie  4'/ 


/•_ — „, }/ 


-/ 


• 


CQt»)*4r. 


'■-!  "PP  '  I 
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alle  übrigen  verschwinden.    Mit  anderen  Worten,  das  erste  Doppel- 
integral nimmt  die  Form  an 


in       n 

M*  sin8  u  C08  tt  du  dv 


/•    PM*sin*ucoBudu 
'     J   J       (a2+-**sin«u)4 


n 

(na-\-ac  cos  t»)  sin6»  cos  udu 


„    ,,,.  ,     ,v   /*(na+accosu)ain*uc 


""-/^ 


(na  -\-ac  cosu)s  sin8!*  costt  du 


4-c*8in*t*)4 


Zwecks  Auswertung  des  zweiten  Doppelintegra'es  in  5)  ist  zu  bilden 

Afcosu-f*  ö— sinu  -=  2cZsinucosMC08t;+2cm8inucosttsinü 

—  na  C08  a  —  ac(C0B*u  —  sin*u), 

and  dieser  Ausdruck  ist  mit  M*  (  ,  ,    «  ir.t^z  Ztt  nroltipliciren. 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  6)  erhält  man  für  das- 
selbe die  Summe  zweier  einfacher  Integrale 

2*       n 


I       I    M *l  Mcob  u  +■§— sinti  J  sinu  du  dv 
J     J  (a»+c*sin*u)8  ~~ 


8) 

Ö         <f 
n 
'V+2na,cC08tt-[-aVc08su)(naC08a+ocC08su— acsiahi)binudu 


-*>/* 


(a*+c»8in*tt)» 
(bnaco8u-\-&accos2u—ac&in2u)&iTizudu 


«,,•  i     «v    P  (bnacOSuA-baccoshi—acs 

—itc*(l*+m*)   I   /  i  i    «,.  q  vt 

*    *      '  J  (a«-f-c*Mn*tt)8 


Vermittelst  der  Gleichung 


* 
9)  '     'i*-f-c*8in*u)'   ** 


/sin" 


assen   sich  die  Integrale  7)  und  8)  noch  weiter  reduciren. 
Wir  erhalten 
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'M3sh>'uC.Q&u/iudv  p  aiu6ucos'«riu 


,..     j'M*ti&utMitihidv  p  Bin1«  cothtdu 

/T(3nla*eC0Bu+a3c'M)aiü' 

I       i    3f*( Afcosw -J-g—sinu  1  Bin» 
111  J     J  (SplV 

O  0 


"/ 


3n*a8cC08lu — nla8esiii*u4-aaeaC0B4u  —  ttac*Bin*ucOB*u  . 


Die  Summe  dieser  beiden  Grössen  ergibt  das  Volumen,  nachdem  zu- 
vor gemäss  5}  die  erstere  mit  160c4,  die  zweite  mit  — 8oc*  multi- 
plicirt  ist 

Ich  will  die  rechte  Seite  der  auf  diese  Weise  entstehenden  Glei- 
chung in  die  Form  bringen 

12)  V—  Üira^P+m^It  +  lQndtASli-l-lGxaicfil,, 

dann  sind  die  Symbole  gegeben  durch 


+  c»Bin'*)' 


/1sinflwcoB,urftt 


/*3cos*tt — sinV  .  „  ,    /*co8,usingurf« 


-r- 


«*■  — Bin'uCOg'tt    . 

(a'+e'sinM1 


Wird  an  Stelle  der  Differen 
tns  der  Differenz  der  Argumente 
dann  erst  gliedweise  integrirt,  so 


L 
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n 


J5  =  2a  J   (a»ic»8in*i)4  -J   (^«sin**)* 
0  o 

und 

8                           4*a4    ,          c+VäM^**) 
14)     r0«167w*c5/3»K^  —  4na*c+-7===i :log  nat-*— 

Durch  ein  ähnliches  Verfahren  wird  gefunden 

n  n 

Ä    P  a*— o88in*u     .         9     ,       P      8in3t*€itt 
/,«3  /    r-s~T — 9  •  9  -wBinucos't»  au — /   /  v  i  ^..i^»   \t 

0  o 

daher  wird 

15) 

.x,,        *     a  +  2*f  4a%  .         4c-fVa»+? 


Ferner  ist 

0  '  0 


n  n 

8   /»cos'usu^ucfa        /»      sin8urftt 

*~       J  (a*+c*sin»w)4""\/   (a*+c*sin*u)* 


16)         Fj«  ==  8WV/,  —  2^,7^ 


—  2  «a*  /  ,  ,    ,7,— ==  log  nat  -1-1 — -L— 
Das  verlangte  Volumen  stellt  sich  demnach  in  der  Gestalt  dar 

dabei  bedeuten  Fi,»,  F«,  F0  bekannte  Functionen  der  Axen  des  Hy- 
perboloides, die  positiv  sind,  wie  sich  mit  wenigen  Schlüssen  aus  den 
Integralen  Iu  Jt,  J8  ableiten  lässt 

Die  Untersuchung  derjenigen  Lagen  des  Poles,  denen  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  des  Wellenflachen- Volumens  entspricht,  fthrt  w 
der  einzigen  Lösung  J  =  m  =  n  =  o  der  Gleichungen 

—  ~—  =  —  =  o 
dl        dm       dn 

Setzt  man  diese  Wurzeln  in  die  Gleichung  17)  ein,  so  zeigt  es 
sich,  dass  V0  das  Minimum  des  Volumens  darstellt.  Diese  Grösse  ist 
das  Achtfache  desjenigen  Ausdruckes,  welchen  Tortolini  im  31.  Bande 

25)  cf.  Tortolini  a.  a.  0.  pag.  37. 
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des  CreHe'schen  Journals  als  Inhalt  der  dem  sweischaligen  Rotations- 
Hyperboloide  entsprechenden  Fusspunktfiäche  aufstellt;  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  der  Pol  mit  dem  Mittelpunkt  zusammenfällt. 

Lehrsatz  I.  Liegt  der  Pol  im  Mittelpunkt  des  Hyperboloides, 
so  ist  das  Volumen  der  entsprechenden  Wellenfläche  ein  Minimum. 

Die  Gleichung 

18)  Vim{x*+y*)+Vn#-D 

reprftsenürt  ein  Rotationsellipsoid,  das  mit  der  Basis  concentrisch 
oder  auch  ein  solches,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  ist.  Dies  ist  sogar 
die  ursprüngliche  Bedeutung  der  Gleichung  18),  da  der  Coordinaten- 
anfang  im  Pol  gelegen  ist.  Nun  treten  aber  die  Grössen  t,m,  n  nur 
quadratisch  auf,  ich  kann  sie  ansehen  als  die  Quadrate  von  —l,  — m, 
— »,  d.  b.  als  Quadrate  der  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes, 
des  Poles,  bezogen  auf  ein  paralleles  Coordinaten  System,  dessen  An- 
fangspunkt der  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  ist 

Die  Gleichungen  17)  und  18)  führen  dann  zu  den  beiden  correspon- 
direnden  Lehrsätzen: 

II.  Bewegt  sich  das  Hyperboloid  mit  seinem  Mittelpunkt  auf  der 
Oberfläche  des  um  den  Pol  als  Mittelpunkt  construirten  Rotations- 
ellipsoides 

während  die  Hauptaxen  beider  stets  gleichgerichtet  sind,  so  bleibt 
das  Volumen  der  entsprechenden  Wellenfläche  ein  constantes. 

HL  Liegen  die  Pole  auf  der  Oberfläche  eines  mit  der  Basis 
concentrischen  Rotationsellipsoides 

so  sind  die  Volumina  der  entsprechenden  Wcllenflächen  einander  gleich. 

Durch  Veränderung  Ton  D  gelangen  wir  zu  immer  neuen  EUip- 
soiden,  die  einander  ähnlich  und  mit  dem  Hyperboloide  concentrisch 
sind.   Wir  finden  demnach: 

IV.  Die  geometrischai  Oerter  der  Pole  gleichen  Volumens  der 
Wellenfläche  des  Rotationshyperboloides  sind  einander  ähnliche  und 
concentrische  Rotationsellipsoide. 

Wird  ls-\-m?  —  cg9,  n  —  ±^  gesetzt,  so  reprUtmtiren  diese 
Gleichungen  bei  beliebig  aber  fest  vorgelegten  Werten  et  ua4  Cf  zwei 
Kreise,  denen  folgende  Eigeasehaft  nüumwt: 
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Bewegt  sich  das  zweifache  Rotationg-Hyperboloid  mit  seinem 
unkte  auf  einem  der  Kreise  P+m*  —  e,*,  n  —  ±,tf,  so  sind 
iraiua  der  entsprechenden  Wellenflachen  einander  gleich,  vor- 
tzt,  dass  die  Rotation  saxe  des  Hyperboloides  der  Z-Aie  ns- 
leibt. 

Bewegt  sieb  der  Pol  auf  den  Kreisen  3*  +  y*  =  eA  *— ±<fc 
die  Volumina  der  zugehörigen  Wellonfl&chen  dieselben1*). 

sei  angenommen,  dass  die  Coordinaten  des  Poles  der  Glei- 
les  Cylinders   x*-\-y'  —  p*    Genüge  leisten,   dann  lehrt  die 

17),  dass  das  Volumen  der  Wellenflache  ein  relatives  Mini- 
t,  wenn  überdies  die  Bedingung  i  —  0  erfüllt  ist  Aus  17) 
sich  zugleich  der  Satz: 

i.  Bewegt  sieb  der  Pol  auf  der  Cylinderoberfläche  x*  |  »*=#*, 
die  Zunahmen,  welche  das  Wellenftachenvolnmen 


,  proportional  dem  Quadrate   der  Entfernung  des  Poles  von 

'Moe. 

i  specieller  Fall  ist  der  folgende: 

I.  Bewegt  sich  der  Pol  in  der  Rotationsaxe  des  Hyper- 
i,  so  erfährt  das  Minimalvolumen  eine  Zunahme,  die  dem 
(!  des  Abstandes  des  Poles  vom  Centrum  des  Hyperboloides 
ional  ist. 

rch  analoge  Betrachtungen  leiten  wir  die  Resultate  ab: 

Bewegt  sieb  der  Pol  in  der  Ebene  ■  —  ±e,  so  sind  die 
«n,  welche  das  Volumen 

,  proportional   dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Poles  von 

Bewegt  sich  der  Pol  in  der  -XY-Ebene,  so  sind  die  Zn- 
,  welche  zu  dem  Minimal  voluinen  hinzukommen,  proportional 
anrate  seiner  Entfernung  vom  Centrum  des  Hyperboloides. 

Es  braucht   nicht    hervorgehoben    id  werden,    dau  die  CoordinaUo- 
inmnl  ata  im  Pole,  dae  andere  Mal  all  im  Centnta  dt 
md   Unprang   gelegen  voriiiatellen  ist.      Zar   Uniericr. 
i  Coordiaaten  im  ereten  Fall  l,  m,  n,  im  anderen  Fall 
erwähnte  Reciprocitlt    iit  ein  Analogen  derjenigen  n 
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Wird  nun  umgekehrt  der  Pol  als  fest,  das  Hyperboloid  als  be- 
weglich angesehen,  so  ergieht  sich  eine  Reihe  correspondirender 
Lehrsätze,  die  wir  zu  dem  folgenden  zusammenziehen  wollen: 

XI  Bleibt  die  Rotationsaxo  des  zweischaligen  Hyperboloides 
sich  stets  parallel,  während  das  Contrum  auf  dem  Kreise  Z,+m2=>p2, 
*=±c  sich  bewegt,  so  sind  die  Volumina  sämtlicher  Wellenflächen, 
deren  Pol  der  Coordinatenanfang  ist,  einander  gleich.  Bei  con- 
stantempist  die  Zunahme,  welche  das  Volumen  Vi,mQ*-\-V0  erleidet, 
proportional  c*,  bei  veränderlichem  q  und  festem  e  ist  die  Zunahme, 
welche  das  Volumen  Vnc?-{-V0  erfährt,  proportional  q*. 

Eine  besonders  einfache  Gestalt  nimmt  der  für  das  Volumen  ge- 
fundene Ausdruck  an ,  wenn  J  -=  m  =  n=>k  einer  Constanten  ge- 
setzt wird.    Nämlich 

daraus  folgt: 

XU.  Liegt  der  Pol  in  einer  beliebigen  Ecke  x  «=»  y  —  z  —  h 
des  Würfels,  dessen  Diagonalen  sieh  im  Centrum  des  Hyperboloides 
schneiden,    so    ist    das    Volumen    der    Wellenfläche    gleich    dem 

(l  —  4-j  J-fachen  seines  Minimalwertes,   vermehrt  um  das  I  -, J- 
ffcche  Volumen  einer  Kugel,  deren  Radius  die  Rotationsaxe  ist 

Die  Gleichungen  x  — .  y  =  «  —  k  repräsentiren  die  Diagonalen 
des  definirten  Würfels,  diese  durchdringen  die  den  Baum  erfallenden 
Rotationsellipsoide  18),  und  wird  dies  berücksichtigt,  so  fähren  die 
Lehrsätze  III.  und  XIL  zu  dem  folgenden: 

XIII.  Das  Volumen  einer  beliebigen  Wellenfläche  des  Rotations- 
byperboloides  mit  zwei  Mantelflächen  kann  in  die  Form 

f-  r*  -  k0  (1  - 5)  +  p.M*)» 

gebracht  werden. 

Setzen  wir  z.  B.  in  17) 

l  =  fi»  —  0,    n  —  Va*+c*, 
so  erhalten  wir 

d,  h.  wir  gelangen  zu  dem  bekannten  Resultat: 

I  XIV.    Liegt  der  Pol  in  dem  einen  Brennpunkt  des  Rotations - 

I      byperboloides,  so  ist  das  Volumen  der  entsprechenden  Wellenfläcbe 
I      dem  Inhalte  einer  Kugel  gleich,  deren  Radius  die  Rotationsaxe  ist. 

L 
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§5. 
Das  einfache  Hyperboloid 

ach  Bremer,   „Beitrag  z.  Th.  d.  Potentials"  lassen   sich  die 
finkligen  Coordinaten  des  einfachen  Hyperboloides 


-1+  jl  -  ^  "  * 


gender  Weise  als  Functionen  zweier  Veränderlichen  «  und  « 
Den: 

x  =  -ueosp-f-  a  Sinti, 

6      ■ 
jr  —    -  «sin» —  Acose, 

liren  wir  aus  diesen  Gleichungen  v,  so  reanltirea 

S  +  S-'+jr- 

eichungen  einer  mit  u  zugleich  veränderlichen  Ellipse. 
io  Elimination  von  u  führt  zur  Gleichung 

a  . 

c  =    -«cOBD-J-asinn 

der  y-Axe  parallelen  Ebene.  Die  Mantelfläche  ist  daher  an- 
■n  als  das  Contimit)  m  der  Schnittpunkte  jener  Ellipse  mit  der 
liehen  Ebene.  Damit  alle  Punkte  des  Hyperboloides  durch- 
werden,  sind 

für    u    die  Grenzen  —  co    nnd    +  o° 
für    t»     „  „       —  k       „      -J-n 

blen"). 

h  verlege  das  Coordinatensystem  parallel  nach  dem  leuchtenden 
q  w),  dann  lauton  die  Coordinaten  des  einfachen  Hyperboloide« 

)  cf.  Bremer  a.  a.  O.  pag.  1 1 . 
)  cf.  f  I. 
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««i  +  -*C05ü+a8int% 
1)  y  — •  in -f-  -  « siu  v  —  6CO80, 


Durch  Differentiation  ergiebt  sich 


dx  =  -  cobv  du -\-  l u  sin  v  -f*  a  cos  v  jtfo 

dy  *=»  -sintxfa-f-  I  -  ttcost?  -}-  Minvufo 


da  *=*  du 


Wird  nun  fflr  die  Folge  die  Rotationsfläche  derselben  Art  zu 
Grande  gelegt,  also  a  =  b  gesetzt,  so  ergeben  sich  die  Beziehungen 


a 
A  — (uC0Bv~\-cs\nv)i 

c 


B  —  —  -  (uBinv — ccobv), 


a» 


?"> 


a* 


Es  sei  ferner 

M  =»  «(IM—  me)eo*v+c(m*-{*tc)tiB9+af~*au9 

so  nehmen  die  Coordinaten  der  WeUerilidbe  die  Fom  *» 


2)  *-     2*J* —       -       * 


.umur — etmv 


H=  -2aM 


Jf 


Werden  ia  dea  Gleiekaage*  Ar  x,  **«  *,  4*  w*M*  >>**>* 
der  Null  ^eieh  gesackt,  die  fiafce»  ■**  ****«•  tv*  *  w**f* 
und  die  so  gebildeten  Bflafi— «  mX  *  mutoytoA,  *>  ' 
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System  der  vier  Gleichungen,  als  deren  Unbekannte  die  Grössen  «*, 
u*,  u,  1  angesehen  werden  können,  nur  bestehen,  wenn  die  Glei- 
chungsdeterminante verschwindet:  wir  gelangen  zu  der  Gleichung 
einer  Ellipse  mit  den  laufenden  Coordinaten  xi  und  «j,  deren  Con- 
stanten den  Parameter  v  in  sich  enthalten.  Mit  anderen  Worten  die 
Projectionen  der  Curven  V  auf  die  /"-Ebene  sind  Ellipsen;  sie  gehen 
sämtlich  durch  den  Coordinatenanfang  und  degeneriren  in  den  Fällen 
v  «  -j-  n,  v  =  0  in  Parabeln. 

Auf  analogem  Wege  ergeben  sich  die  Projectionen  der  Curven 
V  auf  Z-Ebene  als  eine  Schar  von  Ellipsen ,  die  den  Pol  mit  ein- 

n 
ander  gemein  haben  und  in  den  Fällen  v  «=»  ±  ~   *n  Parabeln  Aus- 
arten. 

Es  ist  nicht  schwer  die  Gleichungen  der  Projectionen  der  Curven 
ü  auf  die  Z-Ebene  zu  bestimmen,  sie  enthalten  den  Parameter  u 
und  lauten: 

{(**+?*)  (<**u*+  c*(u2+c2) )  — 4c*(t**-f  c*)  (/*+my)}* 
=  4a*  c*(u* + c«)  (c* — im)2  (**  -f  yf ). 

Die  Punkte  auf  der  Wellenfläche  sind  demgemäss  anzusehen  als 
die  Schnittpunkte  zweier  elliptischer  Cylinder  mit  einer  Cylinderfläche 
von  der  vienen  Ordnung,  deren  Erzeugende  sich  in  ihnen  lotrecht 
durchsetzen. 

Sollen  sämtliche  Punkte  der  Wellenfläche  erschöpft  werden,  so 
sind  für  u  die  Grenzen  ±00,  für  v  die  Grenzen  ±  n  einzufahren. 
Dann  lehrt  das  Gleichungssystem  2),  dass  die  Coordinaten  24,  ft,  s, 
wohl  den  Wert  Null  annehmen  können,  nicht  aber  unendlich  grosse 
Werte. 

Stellen  wir  die  ähnlichen  Betrachtungen  an  wie  in  §  3.,  so  wird 
das  Volumen  repräsentirt  durch 

+  W  +00 

Vl,mtn*=*bJ      I     (^1*1+^1*1  +  C^dudv 

—  TT        —  00 

Zur  Bestimmung  der  Grössen  Al3  Bt,  Ct  sind  die  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten nach  u  und  v  zu  bilden,  aus  ihnen  setzen  sich  jene 
Determinanten  in  bekannter  Weise  zusammen  §  3.,  9).    Es  resultirt 

Al  =j^3f(  (u(M8v+csinv)\MN+uNj^  —  uMr^j    1 

dM  ( 

—  ccqbvNtt-  j 
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Bt  = -jus  Mi  (uswv  -  ccosv)  [MN-+-uNrr-—uM  0— 1 

—  c&invN-rj- 

Ct=mM{uMN-cN^+(u*  +  S)(N^--M^\ 
Wenige  Operationen  fahren  dann  zu 

+3T       +  CO 

3)  P/^,n  ==  Joe4  /    y      ]ys^«^ 


*•'  ~~  ga 


Wird  nun  Jf3  entwickelt  and  gliedweise  integrirt,    so  folgt    anter 
Beachtung  der  Formeln 

/    co82n+1»sinmt;rfü  =  /     cos*t>sin2m+1t>d*t7  «■  0, 


— n 


F         F 


— *  —  n 


y*  tAfo  « 


f 


du  Sit 


"cd 


(«*-+-  (a»  -f  o V)3       8c«V ^p  ' 


/ 


U2**1«*!* 


(c'  +  fa'+cV)3 


8va  —   0. 


der  nachstehende  Wert  für  das  Volumen  der  Wellenfläche 
4)  Vi,m,n  -  n»(P+m')  +  ^n»+  F* 

wo  der  Kürze  wegen 

.  »V(4tfa+  3a»)  2**a* 

2*2a* 
^0- 


ya»+c« 
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gesetzt  wurde.    Die  letzten  drei  Grössen  sind  positiv,  daher  ergeben 
sich  aus  4)  die  Sätze: 

I.  Das  Volumen  der  Wellenfläche  des  einfachen  Rotationshyper- 
boloides ist  dann  und  nur  dann  ein  Minimum 

wenn  der  Pol  im  Centrum  gelegen  ist. 

Ferner  wenn  D  eine  Constante  bedeutet: 

II.  Bleibt  die  Rotationsaxe  des  Hyperboloides  der  Z-Axe  pa- 
rallel, während  das  Centrum  sich  auf  einem  beliebigen  Rotations- 
ellipsoide der  Schar 

bewegt,   so  sind  die  Volumina  der  Wellenflächen,    deren  Pol  der 
Coordinatenanfang  ist,  einander  gleich. 

III.  Die  geometrischen  Oerter  der  Pole  aller  Wellenflächen 
gleichen  Volumens  sind  eine  Schar  mit  dem  Basis-Hyperboloide  con- 
centrischer  Rotationsellipsoide 

die  einander  ähnlich  sind. 

IV.  Bleibt  die  Rotationsaxe  des  einfachen  Hyperboloides  der  Z- 
Axc  parallel,  während  das  Centrum  auf  einem  der  Kreise  J^-ff»*—  <?,*, 
n  —  ±  c%  sich  bewegt,  so  sind  dio  Volumina  aller  zugehörigen  Wellen- 
flächen, deren  Pol  der  Coordinatenanfang  ist,  einander  gleich. 

Ist  c9  ■»  0,  so  wird  das  Volumen  der  Wellcnfläche  repräsentirt 

dureh 

Vm  +  V* 

ist  cx  «=*  0,  so  ist  das  Volumen  gleich 

V*<±+V0 
es  folgen  daraus  die  Sätze: 

V.  Bewegt  sich  das  einfache  Hyperboloid  in  der  definirten  Weise 
auf  der  Oberfläche  des  Cylinders  J*-J-m*  «=  q*,  so  sind  die  Zunahmen, 


29)  cf.  Tortolini  a.  a.  O.  pag.  39, 
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welche  das  Wellenflächenvolumen  Vi,mQ*-{-V0  erleidet,    proportional 
dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Mittelpunktes  von  der  Z-Ebene. 

Tl.  Bewegt  sich  das  einfache  Hyperboloid  im  angegebenen  Sinne 
auf  der  Ebene  t  -=  const,  so  sind  die  Zuwachse,  welche  zu  dem  Vo- 
lumen 7Nconst-|-F0  hinzutreten,  dem  Quadrate  des  Abstandes  des 
Mittelpunktes  von  der  Z-Axe  proportional. 

VII.  Denken  wir  das  einfache  Hyperboloid  der  Art  verschoben, 
dass  die  Rotationsaxe  sich  parallel  in  der  Z-Ebene  bewegt ,  so  sind 
die  Zunahmen ,  welche  zu  dem  Minimalvolumen  V0  hinzutreten,  pro- 
portional dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Centrums  von  dem  Coor- 
dinatenanfang. 

VIII.  Bewegt  sich  das  einfache  Hyperboloid  in  der  Weise  vom  * 
Pole  fort,  dass  seine  Rotationsaxe  stets  mit  der  Z-Axo  zusammen- 
fällt, so  sind  die  Zuwachse,  welche  das  Minimalvolumen  V0  erleidet, 
dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Gentrums  vom  Pole  proportional. 

Wenn  wir  jetzt  umgekehrt  den  Pol  als  beweglich,  die  Basis  als 
fest  ansehen,  so  ergeben  sich  ganz  analoge  Sätze  wie  in  §  4.  Wir 
wollen  sie  zusammenfassen  und  in  den  nachstehenden  Lehrsatz  klei- 
den: 

IX.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  einem  der  Kreise  x2-J-yf  —  q*, 
z=  ±.  const,  so  sind  die  Volumina  der  entsprechenden  Wellenflächen 
des  einfachen  Rotationshyperboloides  einander  gleich.  Aendert  sich 
eine  der  Grössen  q  und  c,  während  die  andere  fest  bleibt,  so  sind 
die  Zunahmen,  welche  die  Volumina  Vi,mq*-\-V0  und  Vnc?-\-V0  er- 
leiden, resp.  proportional  c1  und  e*. 

Wird  x  ==>  y  =  *  —  kc  gesetzt,  so  nimmt  die  Gleichung  4)  die 
Form  an 


rc*a4 


Nun  «teilt  der  Ausdruck 80)  — t— ■ —   das  Volumen  des  Körpers  dar 

der  durch  Rotation  der  Lemniskate  (*2+y*)*  —  af«f — «V  **m  die 

F-Axe  entsteht,  daher  resultirt: 

X.  Liegt  der  Pol  in  einer  beliebigen  Ecke  x  =»  y  «=»  z  =  hc 
des  concentrischen  Würfels,  so  sind  die  Volumina  der  acht  entspre- 
chenden Wellenflächen  dem  Miuimalvolumen  V0  gleich  vermehrt  um 


30)  cf.  Tortolini  a.  a.  0.  png.  39. 
Anb.  d«r  Math,  n,  Phjs  ""^1  ffl. 
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das  ( 32k2  -|J  -fache  Volumen  des  Körpers ,  der  durch  die  Rotation 
der  Lemniskate  (*'+y*)  —  a2x2  —  c2y2  um  die  F-Axe  erzeugt  wird. 

Die  Gleichungen  x  —  y  —  z  =  kc  können  als  das  analytische 
Aequivalent  der  Diagonalen  des  definirten  Würfels  angesehen  wer- 
den; liegt  der  Pol  auf  einer  derselben,  so  ist  seine  Entfernung  vom 
Mittelpunkt  gegeben  durch  r  =  fo-j/3.    Demnach  finden  wir: 

XI.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  den  Geraden  x  —  y  =  z  =  kc,  so 
ist  der  Zuwachs,  den  das  Minimalvolumen  VQ  erleidet,  dem  Quadrate 
seiner  Entfernung  vom  Centrum  des  Hyperboloides  proportional. 

Diese  Geraden  durchdringen  die  Schar  der  Ellipsoide 

dann  aber  geht  aus  den  Sätzen  III.  und  XI.  der  nachstehende  hervor. 

XII.  Das  Volumen  einer  jeden  Wellenfläche  des  einfachen 
Rotationshyperboloides  kann  in  die  Form 


T«  V0  +  Qk2n2 


a2c2 


gebracht  werden. 

Ist  z.  B.  k  »  £,  so  ergiebt  sich  der  einfache  Ausdruck: 


Vc/i  —  2n2a2Va2+c2 
Wir  gelangen  zu  dem  Satz: 

XIII.  Liegt  der  Pol  in  einer  der  Ecken  des  concentrischen 
Würfels,  dessen  Seitenflächen  die  Rotationsaxe  des  einfachen  Hyper- 
boloides halbiren,   so  ist  das  Volumen  der  entsprechenden  Wellen- 

n     

fläche  gleich  dem  Körper,  der  durch  Multiplication  von  Wa1  -j*  c* 

mit  der  Kugeloberfläche  entsteht,   deren  Radius  die  Nebenaxe  des 
Hyperboloides  ist. 

Die  Substitution  x  =*  y  =  z  °=  ha  führt  zu  dem  Resultat: 

oder  wir  finden 

XIV.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  den  Diagonalen  des  Würfels, 
dessen  Seitenflächen  die  Endpunkte  der  Nebenachsen  treffen,  so  sind 
die  Volumina  der  entsprechenden  Wellenflächon  dem  (4A2-f-l)  fachen 


r 
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I       Minimalvolumen  V0  gleich,  wo  h  =  — ^  der  Entfernung  r  des  Poles 
I       vom  Centram  des  Hyperboloides  proportional  ist 
Mit  Berücksichtigung  von  III.  gelangen  wir  zu 

XV.  Das  Volumen  einer  jeden  Wellenfläche  des  einfachen  Ro- 
tation shyperboloides  kann  auf  die  Form 

Vt,m,n  -  V0(U*+1) 
gebracht  worden. 

Zwischen  den  Zahlen  h  und  h  der  Lehrsätze  XII.  und  XIV.  be- 
steht die  Relation  ah  =»  ±kc.  Der  Fall  h  —  1  führt  zu  dem  Lehr- 
satze: 

XVI.  Liegt  dir  Pol  in  den  Ecken  des  concentrischen  Würfels, 
dessen  Seitenflächen  die  Endpunkte  der  Nebenaxen  treffen,  so  sind 
die  Volumina  der  entsprechenden  Wellenflächen  dem  fünffachen  Mi- 
nimalvolumen  F0  gleich. 

Auch  die  Lehrsätze  X.  bis  XVI.  lassen  sich  umkehren,  insofern 
wir  den  Pol  als  fest,  das  Hyperboloid  als  beweglich  ansehen  können. 
Der  Kürze  wegen  soll  darauf  nur  hingewiesen  werden. 


§6. 
Das   Rotationsparaboloid. 
Die  Gleichung  des  Rotatiousbyperboloides 

x*-{-y*-{-az  ■»  0 
wird  identisch  erfüllt  durch  die  Functionen S1) : 

r  «—  au. COS  t>, 
y  =  au  sin  v, 

z  ■=  — au\ 

deren  Variabele  u  und  v  in  folgender  Weise  zu  definiren  sind:  die 
Carven  U  {*2-f-y*  =  a*u*.  z  =»  — au2}  sind  der  -XT-Ebene  parallele, 
bewegliche  und  veränderliche  Kreise;  die  Curven  V  werden  durch 
eine  am  die  Z-Axe  sich  drehende  Ebene  y  =»  x.tgv  auf  dem  Parabo- 
loide  ausgeschnitten. 

Legen  wir  den  folgenden  Untersuchungen  eine  paraboloidische 


31)  cf.  Bremer,  a.  a.  0.  pag.  47. 
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Calotte  von  der  Höhe  h  zu  Grande,  so  Bind  die  Grenzen,  zwischen 
denen  u  und  v  variiren  müssen,  0  und  27c  fQr  t>,  0  und   1/-   för  1*. 

Durch  die  Verlegung  des  Coordinatenanfanges   in  den  leuchten- 
den Punkt  ( — /,  -m,  — n)  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 

1)  x  =»  Z  — |—  örti COS t?,     y  =  m-j-awsiliv,     z  =  n  —  au2 

Durch  partielle  Differentiation  erhalten  wir 

Bx  dx 

k-  =  acos«,    TT  =  — rtwsinv, 

jr  ,=ss  asinv,     w-  =  au  cos  v, 

dz  dz 

Hieraus  leiten  wir  ab 


»    ( 


^1  =  £a2t*2coßt>,    2?  =*  2a2 1*2  sin  v,     C  =  a2», 

£2  =  a«*2(4ti24-l). 


Wenige   Operationen  ergeben  die  Coordinaten  der  Wellenfläche 
des  Rotationsparaboloidcs  in  der  Form 

4w  cos  v 

4«  sin  v 

3)  S        fi  -  4tt*-fiM> 

Ä1===4t*a  +  1M 
dabei  haben  wir  der  Kürze  wegen 

4)  M  =  2  Zw  cos  t>-f-  2  mt*  sin  v-f-n-f-  au* 

gesetzt.  Es  ist  bekannt,  dass  die  vom  Brennpunkt  ausgehenden 
Lichtstrahlen  an  der  Oberfläche  des  Rotationsparaboloides  parallel 
der  Rotatiousaxe  reflectirt  werden.  Durch  Specialisirung  der  For- 
meln 3)  und  4)  gelangen  wir  unmittelbar  zu  demselben  Resultat: 

Sei  /  =  m  =  0,  n  ■=»  a/4,  so  folgen  die  Gleichungen  der  Wellen- 
fläche 

x/  =  auCOSt?,     y/  «  au  sin  v,     «/  =  a/j, 

die  eine  zur  Z-Axe  senkrechte  Ebene  repräsentiren ,  deren  Schnitt- 
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penkt  mit  dieser  Axe  dieselbe  Entfernung  j  vom  {Scheitel  des  Pä- 

raboloidcs  hat,  wie   der  Focus.     Zu  der  paraboloidischen  Calotte 
gehört  ein  endliches  Kreisstück 

-Vi 


der  Ebene 

d.  h.  der  Kreis 
5) 


Z 


2* 


x2-}-^  =  aA,'    z 


a 
2 


Nach  dieser  Abschweifung,  deren  Resultat  später  von  Bedeutung 
sein  wird,  kehren  wir  zu  dem  Gleichungssystem  3)  zurück. 

Die  Coordinaten  x,  y,  *  wie  a^,  y„  *j  sind  eindeutige  Functionen 
von  u  und  v.    Für  die  Veränderlichen  u  und  o  der  Functionen  xu 

y±J  zx  sind  daher  die  Grenzen  0  und  y  -  resp.  0  und  2»  einzuführen. 

wenn  alle  Punkte  der  Wellenfläche  erschöpft  werden  sollen,  die  der 
Oberfläche  der  paraboloidischen  Calotte  entsprechen. 

Mit  wachsenden  Werten  von  h  wird  nun  auch  u  grösser  und 
grösser,  mit  u  zugleich  wachsen  anch  die  Coordinaten  der  Wellen- 
flache,  so  dass  sj,  y,  für  unendlich  grosse  Werte  von  h  über  alle 
Grenzen  hinaus  zunehmen.  Die  Oberfläche  des  Rotationsparaboloides 
ist  daher  nicht  rings  geschlossen.  Wir  müssen  uns  auf  die  paraboloidi- 
sche  Calotte  von  endlicher  Höhe,  auf  ein  endlich  begrenztes  Ober- 
flächenstück  der  Wellenfläche  beschränken,  und  haben  unter  dem 
Volumen  der  Wellenfläche  den  Inhalt  des  Kegels  zu  verstehen,  dessen 
Basis  dies  Oberflächenstück,  dessen  Spitze  der  Pol  ist  Es  wird  vom 
Zeichen  abgesehen,  dargestellt  durch 


oder 


F—  £     i  rds  COS  (N,r)9 


2k 


VI 


-»//  «•' 


t  -j-  Bxyt  +  Qzjdu  dv 


Es  ist  nicht  schwer,  die  Gleichung  des  begrenzenden  Kegelmantels 
aufzustellen.    Aus  3)  ergiebt  sich: 
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xt  =  2st,ucoa»,    yl  =■  23lt(MiQw 
ans  beiden 

die  Gleichung  eines  Kegels,   der  die  Wellenflflche  in  den  Currcn  V 
durchsetzt,    setzen    wir   in   6)  au    Stelle   von   u 

1/-,  so  repr&sentirt  die  resultirendo  Formel 

den  begrenzenden  Kegelmantel. 

Ans  3)  leiten  wir  durch  partielle  Differontiati 

ST  -  (4^+Tij  (^coBW-l-  g^Bin^  , 

8s,  2  dM 

dv    ~(4»*+l)   Bv 

and  finden 

83/       t  .      SM  83/ \   ,    &4 

**  ~  (^+i)'la'pc^~"coa,'är,J+  " 

m      „  —  83/     /         9JM"  ,       .     S3/\   ,    64, 

163/n      /  83/\       1283/*  «» 

C»  "  (4u*  +  l)«^+u3t,  j~  (4»*+l)» 

inen  and  den  Gleichungen  in  3)  resnltirt 
:r  Wert  in  Verbindung  mit  4)  zu  der  Form 


d   lautet  oach 

)u»+n»«)- 


stehen: 


L+? 


Form  der  unter 
dun    positiven 

positive  Zählen 
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sind.  In  8)  bedeuten  J,  m,  n  die  rechtwinkligen  Co  ordinalen  de« 
Scheitels  des  Rotationsparaboloides ,  bezogen  auf  den  Pol  als  An- 
fang, während  —  Z,  —  m,  — n  resp.  rr,  y,  a  die  Coordinaten  des  Poles 
sind  bezüglich  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystemes,  dessen  Ur- 
sprung der  Scheitel  des  Paraboloides  ist. 

Demgemäss  kann  das   Volumen    V  auf  folgende    beiden   Arten 
dargestellt  werden  M). 

64 

+  64*Jö(a»n + 2a(l* + m*))  +  ^  »A/7. 

64 
10)  V jnJvT* — 64«Ji(2(««+  y*)*  —  «•*) 

64 

+  64^5(2a(a;8+  *)  — a*a)  +  -^  *oV7. 

Aus  der  zweiten  Formel  ergiebt  sich  der  Lehrsatz: 

I.  Der  geometrische  Ort  der  Pole,  denen  ein  und  dasselbe 
Volumen  der  dem  Rotationsparaboloide  zugehörigen  Wellenfläche 
entspricht,  ist  eine  Oberfläcbo  dritter  Ordnung   V  —»  const. 

Die  Gleichung 

2(*2  +  y2)—  az  =  Q 

repräsentirt  ein  Rotationsparaboloid,  das  sich  vom  Coordinatenanfang 
nach  der  positiven  Seite  der  Z-Axc  bin  ersteckt,  wahrend  die  Basis 
sich  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  ausdehnt;  auch  unter- 
scheiden sich  die  Parameter  der  erzeugenden  Parabeln  um  den 
Factor  zwei.  Berücksichtigt  man,  dass  der  Coefficient  von  **  in  10) 
negativ  ist,  so  resultirt  der  eigentümliche  Lehrsatz: 

IL    Bewegt  sich  der  Pol  auf  dem  Rotationsparaboloide 


a 
2 


■MV-i'-o, 


so  ändern  sich   erstens   dio  Volumina  der  entsprechenden    Wellen- 
flächen der  Basis 

x*-\-yl-\-az  =  0 


32)  Dass  die  Wahl  des  Vorzeichens  die  richtige  ist,  ergiebt  der  am  Ende 
dieses  §  untersuchte  Specialfall. 


I 

I 
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war  mit  der  Entfernung  des  Poles  von  der  -Z-Ebene;  so  zwar,  dass 
zweitens  die  Abnahmen,  welche  das  Volumen 

ir         64     r     8 


;  erleidet,  proportional  dem  Kubus  jener  Entfernung  sind.  Dabei  be- 
■!  deutet  V0  das  Volumen  der  Wellenfläche,  deren  Pol  der  gemeinsame 
.     Schnittpunkt  beider  Paraboloide  ist. 


Der  erste  Teil  dieses  Lehrsatzes  kann  vermöge  der  Formel 

64 

F—  —  -g-  nJt  z* — UtcJ3  (2*(a* -f y«)  —  <paz*  -f  (qp  —  1  )a**) 

64 

-f  64« Jb(2a(x* -f-y»)  —  <pa*z  -f-  (9  -  1  )a*s)  +  -~nJ7  o*, 

)     in  der  y  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  bedeuten  möge,   verallge- 
meinert werden: 

III.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  dem  Kreisschnitte  des  Parabo- 
loidea 

x*~\-y% — tpaz  —  0 
mit  der  Ebene 

z  =  Const, 

so  sind  die  Volumina  der    entsprechenden  Wellenflächen  der   Basis 

einander  gleich. 

Je  nach  der  Wahl  von  <p^Q  sind  die  Paraboloide 

x2  -f-y*  —  q>az  =  0 

auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Z-Axe  gelegen. 

Alle  diese  Kreisschnitte  können  wir  auch  ansehen  als  Schnitt- 
linien des  Cylinders  x*-\-y2  =  ct2,  z  =  c2.    Dann  folgt 

IV.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  dem  Kreisschnitte  des  Cylinders 
x*-f-y*  =  q*  nnd  der  Ebene  z  =  Const,  so  bleiben  für  alle  möglichen 
Lagen  des  Poles  die  Volumina  der  Wellenflächen  des  Rotations- 
boloides  dieselben. 

Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  nicht  wie  bei  den  Wellenflächen 
des  EUipsoides  und  der  Hyperboloide  den  beiden  Kreisen 

dasselbe  Volumen  entspricht. 


266  RuehhBft!  Zw  Kubatur  der  Matus'sdien    WelleoftächcTi. 

Die  Coordinaten  der  Pole,  denen   ein  Maximal-   oder  Minimal- 
wert  des  Volumen    V  zugehört,  müssen  den  Gleichungen  genügen 

dV 

s-  =0=  —  25&nz(Jat—  J6a)  =  0 


—  =  0  —  —  246«jr(JBi  —  Jj/t)  ~  0 

gl  =  0 64n( J,3a  -j-  2-/3(xs  +  y*)  —  2Jt  <n  -f-  aV,)  =  0. 

Die  Lagen  des  Poles   sind  daher  die   8  Schnittpunkte  der  drei 
bV  dV  dV 

Oberflächen  zweiton  Grades  «-  =  0,  g-  =  0,  g-  =  0,  von  welchen 

die  beiden  ersteu  in  Ebenenpaare  zerfallen,   die  dritte  ein  Ellipsoid 
darstellt.     In   der  Tat,   durch  die  Transformation   x  =•  x,    y  ■=  y, 

x  =  3  -\~a  y  nimmt  die  letzte  Gleichnng  die  Gestalt  an 

Diesem  Rotationsellipsoide  können  nun  reelle  Punkte  nur  dann  ent- 
sprechen, wenn  J3* — \Jb  >  0  ist,  da  J-,  positiv  ist. 

Das  Vorzeichen  von 

ft«  A(27,+Q)    j        A(6A-ht)         1  .      **-M 

■'s      -Vfi  =  i6(4A+o)4       2(4A+oJ*t      32(4A-f<0J      128  o     } 

_  h*         _     ft{2A+o)  4A+<* 

6i(4A+o)f  —  256(4A+o)*  log_lP' 

hängt  ab  von  dem  Factor 

Nun  ist 

,      4A-f-a        ,      /.   .  4*\       „I     tt     ,    1/    " 

log  -f-  - 10,(1+-)  -ajjjpp+ädj 

oder 

«-,»+  *.«=— SÄfe-i 

jedenfalls  eine  negative  Grösse. 


33)  cf.  Harnack,  Die  Elomcntc  dar  Diff.-  and  In 


inen  demnach  Ubcr- 

k'iien  ein  Maximal- 
e   eines   Rotations- 


Fischer34)  zur  Be- 
50 wandte  Verfahren 
mg  von  P ol arco or- 
dern radias  vector 
i  Volumen  *  einer 


'oles,    nach  unserer 
n  zu  setzen. 

■dinaten  £,  jj,  £  der 


«j 

erden. 

irch  partielle  Jnto- 


irechcn  die  Grenzen 
für  u. 
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Es  resultirt 

*n    arccotg2  J/- 

K~^JJ  (/c08ttC0sH^C08t^int^n8inu4-^??-^Jc08w€i»rfi? 
0       n  sin»/ 

2 

wird  znnächst  die  Integration  nach  v  von  0  bis  2n  ausgeführt,  so 
erhalten  wir 

arccotg2l/- 

*-*/(»■&-)■ 

2  +3  *r(/2-fm*)(  j^~  +*sina  JcosOcos*  cfo 

"""  3  /  v  (  JC08*w+n8*n2w) 

f  +3(Z24^^(^os^+nsin2u)cos2usin2tt)^^ 

Führen  wir  in  dasselbe  durch  die  Gleichung   cotgu  =  2x  eine  neue 
Veränderliche  x  ein,  so  ist 


arc 


und 


4x*  du 


sin2f*  Ä  Z^TTT'     C08u*  =  iJxi'     —  ^F7.  —  2cto, 


Wir   gelangen   vom  Zeichen   abgesehen  zu  dem  achten  Teil  des  in 
8)  aufgestellten  Integrales,  dessen  Auswertung  zu  der  Formel  9)  fahrt 

Auch  diese  Gleichung  9)  soll  uns  zur  Ableitung  einer  Reihe  von 
Lehrsätzen  dienen: 

Y.    Bewegt  sich  die  Basis  derartig,  dass  ihr  Scheitel  asf 
Oberfläche  dritter  Ordnung  V'  =  Const  gleitet,  während  die 
tionsaxe  sich  stets  parallel  bleibt,  so  sind  die  Volumina 
sprechenden  Wellenflächen  einander  gleich. 
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Die  Gleichung  2(l*-]-m*)-\-cn  «=»  0  repräsentirt  ein  Rotations- 
paraboloid,  welches  sich  nach  der  negativen  Seite  der  Z-Axe  hin 
öffnet,  die  Coordinaten  %  können  daher  nur  negative  Werte  anneh- 
men.   Der  Coefficient  von  n3  ist  positiv,  dann  ergiebt  sich: 

VI.  Gleitet  die  Basis  mit  ihrem  Scheitel  auf  der  Oberfläche 
des  Rotationsparaboloides 


während  die  Rotationsaxe  sich  stets  parallel  bleibt,  so  ändern  sich 
erstens  die  Volumina  der  entsprechenden  Wellenflächen  nnr,  wenn 
die  Entfernung  des  Poles  von  der  Ebene   N=0  ab  oder  zunimmt; 

64 
und  zweitens  ist  die  Abnahme,  welche  das  Volumen  V0  «=  -«-«Aa3  er- 
leidet,  proportional  dem  Kubus  der  genannten  Entfernung.    Dabei 
bedeutet    V0   das  Volumen   der   Wellenfläche   desjenigen   Basispara- 
boloides,  dessen  Scheitel  zusammenfällt  mit  dem  Pole. 

Der  erste  Teil  dieses  Satzes  kann  verallgemeinert  werden  (cf. 
Lebrs.  III.).    Wir  wollen  das  Resultat  in  folgenden  Satz  kleiden: 

VII.  Bewegt  sich  die  Basis  derartig,  dass  ihr  Scheitel  auf  einem 
der  Kreisschnitto  des  Cylinders  J*-J-fli2  «=  c,2,  mit  den  Ebenen 
s  «=  ±^c9*  gelegen  ist,  während  ihre  Rotationsaxe  der  Cylinderaxe 
parallel  bleibt,  so  sind  die  Volumina  der  entsprechenden  Wellen- 
flächen constant. 

a 

Es  sei  Z  —  m  =  0,  n  =  j,  dann  fällt  der  Brennpunkt  der  Basis 
in  den  Pol  und  wir  finden  für  das  Volumen  der  Wellenfläche 


n  h 
3  2' 


vf  —  *  öa* 


Nun  hatten  wir  als  Wellenfläche  des  Paraboloides  für  dieselbe  Lage 
des  Brennpunktes  die  Ereisebene  deren  Radius  =  aA,  deren  Abstand 

n  =   -  ist,  gefunden85).    Da  ferner 

Vf  -  i*(aA)  \ 

geschrieben  werden  kann,  so  repräsentirt  V/  den  Inhalt  des  Kegels, 
dessen  Basis  jener  Kreis,  dessen  Spitze  der  Pol  ist.  Die  erste 
Formel 


35)  cf.  die  Formel  5). 
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Vf      8  2° 

ergiebt  den  Lehrsatz: 

VIII.    Das  Volumen  der  zn   einer  paraboloidiscben  Calotte  von 
der   Hübe  h   gehörenden  Wellenfllcho   ist  gleich  dem  Inhalte  eines 

Krciskegels,  dessen  Höhe  5.  dessen  Grand  flächen  radius  die  Constantc 

a  der  Gleichung  des  Rotation  sparaboloides  ist. 

§  7. 
Das   hyperbolische   Paraboloid. 


schneidet  die  2-Ebcne  in  den  beiden  geraden  Linien 

f,-f,-o,  .-o. 

Die  eine  derselben  -  +  7  =  0,   a  =  0  möge  die  K-Axe,   die  andere 

™  0,   *  =  0   die  ^-Axe   dos  nenen  Coordinatensystemes  sein, 

Iches  wir  im  Folgenden  die  Gleichung  des  Paraboloides  be- 
denken. Die  ü-Axc  des  neuen  Svstemes  sei  mit  der  ursprüng- 
identisch,   dann  wird  die  Transformation  durch  die  folgenden 

mgen  vermittelt: 


""V'+»"  '"y«*  +  »' 

1er  Einfachheit  wegen  der  Index  1  unterdrückt,  so  nimmt  die 
ing  des  hyperbolischen  Paraboloides  die  Form  an 

d  identisch  erfüllt  durch  die  Functionen 


■  +  4>" 


j 
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Die  Elimination  von  v  führt  zu  den  Gleichungen  einer  Geraden : 

3)  (a%-{-b%)z  —  2wy,    x  —  t*, 

and  wenn  wir  u  eliminiren,  ergiebt  sich  die  gerade  Linie : 

4)  (a*  +  b*)z  —  2vx,    y  —  v. 

Die  Mantelfläche  des  hyperbolischen  Paraboloides  muss  daher 
angesehen  werden  als  das  Continuum  der  Schnittpunkte  jener  beiden 
geraden  Linien,  deren  analytisches  Aequivalent  die  Gleichungen  unter 
3)  und  4)  sind.  Aus  ihnen  resultirt,  dass  die  erzeugenden  Geraden 
resp.  der  X-  und  der  F-Ebene  stets  parallel  sind,  dass  sie  ferner  in 
den  Grenzfällen  a=0,  v  — 0  mit  der  F-  resp.  X-Axo  zusammenfallen. 

Die  drei  Ebenen  «  —  0,  y  =  #,  «  =  0  schneiden  aus  der  Ober- 
fläche des  Paraboloides  ein  zusammenhängendes  Stück  heraus ,  wel- 
ches unter  der  Voraussetzung,  dass  u  und  v  positive  endliche  Grössen 
sind,  von  der  positiven  X-  und  F-Axe  und  den  Geraden 

begrenzt  wird.     Die  Coordinaten  ar,  y,  z  werden  der  Reihe  nach  die 
sämtlichen  Punkte  des  definirten  Oberflächenstückes  darstellen,  wenn 


variirt 


u  zwischen  den  Grenzen    0  und  u, 
v       „  „        „  0  und  v 


Durch  eine  parallele  Verschiebung  des  Coordinatensy Sternes,  der 
Art,  dass  der  Nullpunkt  in  den  Pol  (—  /,  —  ro,  —  w)  hineinfällt, 
nehmen  die  Coordinaten  des  hyperbolischen  Paraboloides  die  Ge- 
stalt an' 

i       2uv 

5)  a:=/-f-tt,    y  —  m  +  v,     *  =  n  +  ^  ^  ^ 

Die  partielle  Differentiation  ergiebt 

dx  By dz 2v 

§u  —  h        du  ""  °'         du  ~~  a*  +  bt% 

dx dy & 2v 

dv  —  °'        dv  ""  *'         %  ~~  a*+  £*  ' 

wir  finden  für  die  Determinanten  folgende  Ausdrücke 

2v  __      2u 

A a*  +  b*      BsSB  —  a*+b*     C""1 

ferner 

Ä       4(t>*+t>»)  +  (q*-H»)» 


1 
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Setzen  wir 

6)  M  =  2t.e+2h-+2mu—  n(a'+6*) 

so  ergeben  die  in   §  1.  aufgestellten   Formeln   folgende  Darstellung 
der  Coordioatcn  dor  Wellenfläche  des  Paraboloides 

AMv 
—  2Af 


Die  Flache  igt  nicht  geschlossen,  wir  haben  demnach  ihrer  Kubatur 
die  Formel 

K=i/rd.cos(JVr) 

zu  Grunde  zn  legen,  sie  erfordert  die  Bestimmung  der  Determinanten 
/!,,  '(,,  C,.    Differcntiiren  wir  die  Gleichungen  iu  7)  partiell,  so  folgt 

fi  =(0!*+j*)*stt3"  auf' 

8»    -(a"  +  S")"S<(9t.  "        "fcl' 


3a  ~(a*+S*)SM&u 

&,  _    -2    jw        am 

Ans  diesen  Gleichungen  lassen  sich  leicht  die  folgenden  ableiten: 

8) 


=  11**-* 


c'  -  -(icFjijwlr+'s:"+är'')^-J,'Cär 


Zur  Kubatur  dtr   Malva'iclitn    Wtüeafläcken 

l  der  Gleichung 


\ff 


(2w+  2lv  +  2rou  —  n(a*  +  6»))8 


ckelungvon  (2m.  +  2te+2mw  —  (a^-fi1)«*)  und 
II  wird  die  Kubatur  der  Woilonfiäche  redncirt 
von  zwanzig  Doppelintegralen,  deren  allgemeine 

ide  ist 


;  als  i  gleich  0,  1,  2,  3  sein. 

,   so  wird  die  Berechnung   der  Grössen  A,<  ' 

idv 1    8     /*  p     vtifdudv 


einfacherer  Doppelintegrale  zurückgeführt. 
der  folgenden  Formel  für  das  gesuchte  Volnmen 

U) 
f8nt"/s<— n8es4Ä+24/'m/1.,-f-24/ni%,1  \ 

e^,1+24is/la+24mi/s„+48im/„,— 24i«c/1)I  £ 
,,-24mnc7M+24i7„a+24m/M— 12ne/M+8/M  J 
en  /von  Null  "  '  '"      *"    '    ""' 

der  Doppelinte 
/*,,■  mir  10  aus 
i  durch  Vertäu 

Kflilie,  T.il  III. 


274  Ruchhöft:  Zur  Kubatur  der  Malu*9*chen    Wellenflächen. 

Wir  erhalten: 

1  2t*  6t>*-t-c»  2u 

^"läS"0*  c  ~  128(4^+c»)5arctg1/4^^ 

UV* 


32(4»*+ c*)  (4u*+4t>*+c*) 


u    (12v*+c*)(4>u*+c*)-\-12vH4v*+c*) 
^  ~  64*0*    (4tt*+4t>*+c*)(4t**+**)(4t;*+<!*) 

,    __f!_  .  2 

+  256t,3(4v*+^arCtgyi^p 

1  ,   2t*  1  4     4t*» 

-  256^arctg7  +  cM^arctg^^ 

1  4t;*, 

Ä,  c*— V         8  V+»t»l 

2c(fl,»-.Rt»)  et»,-»,) 


Dabei  ist  zu  setzen 

.K,  =  W+c*—  2»,    Ä,  —  V4»*+c»+2» 
*,  —  c,  *»  —  V^'+c1— 2«. 

1  (1  8»  1  .        2t> 

(4tAf  e«)  (4««-H»*+c,)J  ' 


1  2w  c*-f8e»  2u 


256»     *"*  o        256t.(4i;*  +  C*)l",",«y4^jrci 


UV 


32(4t>*+c»)  (4t*2+4^+^2) 
,1/1  A      4t*g  1 .       4w,\ 
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\T  (<•»— Ä,*)  (c*— V)  "C  *  C*-*rt 


1 


W(4u»+4»»-f-2c») 

c(4»*+c*)  (4t«»+c»)(4H1'+4»»+c») 


*»J"64e]        1  2»  c  2 

+  -,a«tg  7  -  ^  +  cy  arctg^== 

uIt>»(2w»+2t>,+  c*) 

^  "~  4e*(4»* + c»)  (4«*  +«sl)(4tt* + 4»*+ <*) ' 

J_        (4tt»-fc»H4t>»+c»)         ^ _m^ 

l'*~bl2108  c*{iu,*+4v*  +  c*)       32(4ui'+c*)(4u*  +  4»»^-c*)• 

Das  Integral  J»  lässt  sich  nicht  vollständig  durch  die  algebrai- 
schen Functionen,  den  Logarithmus  und  die  Arenstangente  darstellen, 
sondern  fährt  anf  transcendente  Functionen  anderer  Art. 

c*  2u  t»w 


+ 


102W£H^  Vi^F      128(4^-1-41;»+^) 

«  2u 

+  5T2  {(l0g*»+?^»)  aTCtg  Ä 
-('o«5«»+^)arctg^} 

,  -  ,       1    *+*f  „rta*t<H—i) 
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Die  Transccndenten   /  J^R  ,.     /  pr^i  lassen  sich  für  die  Üe- 

zeu  0  und  1  auf  eine  einfache  Gestalt  reduciren  38), 

einzusehen,  dass  für  «  und  v  keine  Werte   gefui 
nen,  der  Art,  dass  z,  —  1  und  zugleich  *,  =  0  wii 
Es  ergiebt  sich  ferner: 


»V    ,_£*  ,  (4p*-f  "*)'(*» 

'M     1281-W-H«*  +c*)  +  2048 losnat  <to*+4.*+ 

Alle  übrigen   Cocfficienten  I  lassen  sich    ans  den 
mittelbar  herleiten,  dann  aber  ergiebt  sich  ans  11) 

I.  Der  geometrische  Ort  der  Pole,  zu  denen 
Volumen  der  Wellcnfläcbc  gehört,  die  einem  endliche: 
des  hyperbolischen  Paraboloides  entspricht,  ist  eine 
Ordnung;  und  dessen  Umkehrung. 

II.  Bewegt  sich  das  in  der  früher  definirtei 
Oberflächenstück  des  hyperbolischen  Paraboloides 
die  begrenzenden  Linien  sich  stets  parallel  bleiben 
Schnittpunkt  derjenigen  Geraden,  die  der  A'-  und  I 
gerichtet  Bind,  auf  einer  Oberfläche  dritter  Ordnung 
so  sind  die  Volumina  der  cutsprechenden  auf  den  i 
bezogenen  Wellenflächen  einander  gleich. 

Durch  die  complicirte  Form  der  Grössen  /und 
den  Umstand,  dass  'das  Doppelintegral  IM  anf  < 
Function  führt,  wird  es  unmöglich,  in  ahnlicher  V 
vorhergehenden  Flächen  eine  grössere  Reihe  von 
stellen.  Immerhin  aber  dürften  die  Untersuchungei 
FusBpunktfl&chen  etwas  weiter  geführt  und  in  eigt 
beleuchtet  haben. 

Zum  Schlüsse  kann  ich  nicht  umhin,  eine  ang< 
erfüllen,  es  auszusprechen,  dass  die  lebhafteste  A: 
ernde  Hilfe  mir  aus  dem  Interesse  erwuchs,  dass  K 
dem  ich  au  dieser  Stelle  meinen  verbindlichsten  Da 

liegenden  Arbeit  entgegenbrachte. 


36)  rf,  Bcrtraml,  Calcul   dillcrenlicl  et  integral. 
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fundamentalen  Satze  behandelt  zu  werden  verdient  Einige  von  diesen 
Grundsätzen  mögen  hervorgehoben  werden,  weil  sie  nicht  von  allen 
Bearbeitern  gleichmässig  beobachtet  zu  werden  pflegen.  Die  Mehr- 
dimensionengeometrie  rnht  anf  Euklidischer  Grundlage.  Jede  Ueber- 
sch reitung  des  Euklidischen  Gebietes  stützt  sich  anf  analytische 
Rechnung  derselben  Form,  in  welcher  sie  durch  ihre  Enklidisch  geo- 
metrische Bedeutung  realisirt  wird ,  derart  dass  jedes  in  mehrdimen- 
sionalen Gebilden  enthaltene  linear  dreidimensionale  Gebilde  der 
Euklidischsn  Geometrie  entsprechen  mnss.  Irgend  ein  alle  betracb- 
teten  Gebilde  umfassendes  Gebilde  mnss  als  linear  vorausgesetzt  wer- 
den; nur  relativ  zn  diesem  haben  die  geometrischen  Bestimmungen 
einen  Sinn. 

Was  die  Terminologie  betrifft,  so  sind  mehrdeutige  Ausdrucke 
zu  verwerfen.  Das  Wort  Baum  ist  bereits  mehrdeutig  in  vulgaren 
Gebrauch;  am  so  mehr  ist  Grund  den  Euklidischen  Sinn  festzuhalten 
und  keine  Erweiterung  zuzulassen.  Den  Ort  eines  mit  n  Parametern 
variirenden  Punktes  habe  ich  eine  n  dehnnng  genannt  Wird  er  allein 
durch  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  bestimmt,  so 
heisst  die  ndehnung  linear.  Dnrch  letzteres  Wort  wird  also  du 
Analogon  zum  Attribut  eben  benannt,  welches  gleichfalls  nicht  in 
weiterem  Sinne  gebraucht  werden  sollte.  Der  Baum  ist  dann  eine 
unbegrenzte  lineare  Dreidehnnug  und  hört  bei  Ueberscnreituug  der 
Dreizabl  der  Dimeusionen  auf  ein  einziger  zn  sein,  wie  es  beim 
Uebergang  von  der  Planimetrie  zur  Stereometrie  mit  der  Ebene  der 
Fall  ist. 

I. 

Unsere  erste  Aufgabe  wird  sein,  die  Krümmung  einer  n  dehnnng 
in  einer  linearen  (n+1)  dehnnng  analytisch  darzustellen. 

Der   von  Gaues   definirte  Begriff   der   Krümmung   einer  Flache 

lasst  sich  unmittelbar  auf  beliebige  Dimensionszahl  obertragen.    Wir 

zicheu  in   gleicher  Richtung  mit  der  Normale   der  n  dehnnng  Ä  im 

Punkte  x  eine  Gerado  vom  Anfangspunkt  von  der  Lauge  =  1.   Der 

ea  Endpunktes  sei  P.    Erzeugt  der  Punkt  x   das  Element  BS, 

;leichzeitig  jener  Endpunkt  das  Element.  SP,  so  ist  der  Quotient 

3F 

3JV 

Lusdruck  der  Krümmung  von  N  im  Punkte  *. 
He  Coordinaten  eines  Punktes  von  N  seien 
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Die  Gleichungen  einer  Tangente  an  N  im  Punkte  x  sind: 

£  =  «i+Ä^i    etc. 

Erzengt  nun  der  Punkt  x  die  n  dehnnng  bei  Variation  der  n  Para- 
meter a,,  «,,...«»,  so  wird 

•-■+*fet?+£L*+-£t?,)i  ~ 

woraus  nach  Elimination  der  8üj,  8»,,  ...  8h*: 

I  <k    Äe  dz  I 

ä«7  S4  "'  &*      *~*  1-0  (1) 


dag  ist  die  Gleichung  einer  linearen  ndehnnng,  welche  JV  berührt. 
Die  Coefficienten  der  J  sind  proportional  ihren  Richtungscosinus  p, 
pu  ...  p*,  welche  zugleich  Richtungscosinus  ihrer  Normale  sind. 
Man  hat  also: 

1  Bx   Sx  dm    I 

„*  _  s;  k;  *  ■  •  s.  (2> 


Projicirt  man  nnn  das  Element  SN  auf  die  lineare  i»  dehnnng 
(■  —  0,  so  ist  nach  bekanntem  Ausdruck  fflr  dos  Element  oiner 
linearen  n  dehnnng  die  Projection  (u.  a.  bewiesen  in  T.  LXIV.  S.  197) 

I  8*   3»  8k    I 

P*&N—    8%  5i,  '"  5*.    du,  9«,  ...  8u» 


folglich 

3JV—  180,8«,  ...  8u»  (3) 

Der  Constrnction  infolge  sind  nun  p,  pu  ...  p»  zugleich  die 

Coordinaten  des  Punktes,  welcher  Perzeugt,  und  die  Richtungscosinus 
der  Normale  von  P.  Wendet  man  also  die  vorigen  Gleichungen  auf 
die  n  dehuung  F  an,  so  erhält  mau,  entsprechend  (2) : 

j  '6p    8p  8p    I 

qp»  —  I  8%  85,  Sä»  (4) 

und  entsprechend  (3): 

SP  —  qBujBu,  ...  8h«  (ö) 

daher  ist  die  gesuchte  Krümmung: 

(6) 
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Sei  nun 

-.  —  *h  5 


Öu* 


•'^r 


'S. 


Multiplicirt   man  mit  g—,  summirt  von  fc  =  0  bis  k  *■ 
so  kommt: 

—  £»»  —  Au«gi-\-Atatgi+  ...  -dWim 

0-1,     2,     ...    n 
Dies  Gleicuaagssystem  aufgelöst  gibt: 


e, 

«II- 

■  Oh 

«M«M  • 

■    «2« 

«N 

«h2  . 

■    ÜB« 

und  »j,  als  Unterdeterminante  dem  Element  v  entspricht 

Führt  man  jetzt  die  Werte  (7)  in  die  Determinante  (4) 
zerfällt  sie  in  das  Prodact: 


Bu,  3«, 


3x    i 

■5u- 


Der  zweite  Factor  der  Rechten  ist  nach  Gl.  (2)  =  tp„     foli 
erste  nach  Gl.  (6)  —  K.  ' 

Führt  man  in  diesen  wieder  die  Werte  (11)  ein,  so  zei 
Determinante  der  A  nochmals  in  ein  Prodact,  nämlich: 


KJ-  =(-1)- 


E,,  Elt 


E»i£*l  ...  E*n 
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Die  Determinante  der  v  ist,  als  adjnngirte  der  Determinante  (12), 
-  z/«-i,  folglich 


K  -  (-1)« 


■^11  "^12    •••     E\H 
Eni  En2  .  •  •  Enn 


*11  *1S   •  •  •  *1* 
«»1  e*2  ...    6mm 


(13) 


Hiermit  ist  die  Krümmung  in  Elementen  ausgedrückt,  die  von 
der  Lage  der  Coordinatenaxen  anabhängig  sind,  ohne  dass  vorher  t 
und  q  in  ebensolchen  Elementen  dargestellt  waren.  Man  kann  jetzt 
nachträglich  nach  dieser  Darstellung  fragen. 

Wir  wenden  dazu  Ol.  (2)  für  beliebiges  p  in  der  Form  an : 


dx_  9x  dz 

dt*}  du*  *       dun 

0 


tpk 


dz*'  Bzk  fak 

Ott,  Sttg   '  '  *   dun 
0 


Dies  ins  Quadrat  erhoben,  gibt  mit  Anwendung  der  61.  (8): 


«V- 


en  eu 


ein 


Bxk 


Bxk 

€nl  Cn2  ...   6mm  5— 

OUn 

dxk  Bsrk      dxk 

3t*i  OUi      '  Sün 


Entwickelt  man  die  Determinante  nach  Elementen  der  lotzton  Vor- 
ticalreihe,  fügt  jedes  solche  Element,  z.  B.  J^%  der  letzten  Horlaon« 

talreihe  als  Factor  zu,  summirt  dann  das  Ganzo  von  k  —  0  bis  k  —  n% 
so  wird  diese  letzte  Horizontalreiho  eni  e*2  ...  *ah,  ergünxt  uUo  «llo 
Determinante  d%  welche  stets  mit  negativem  Vorxoiclion  orichohtt  i 
nur  der  letzte  Term  der  Entwickclung ,  zum  Klomoiit  1  jri'htii'lM *  t»t 
unmittelbar  —  d  und  gibt  nach  Summation  (n +  lMl  davon  dlo  w 
Terme  «  J  subtrahirt  gibt: 


|    Hoppe:  Enceüenmg  artiger  Sali»  der  FfäeAinthtorit  au/ n  Dimeniioncn. 


Da  nun  nach  Gl.  (3)  t  stete  reell  ist.  so  folgt,  dass  d  immer  positiv 
ist,  and  man  bat: 


■±v 


«II  «1»  ■•■  «I» 

Bff  #,,  ...  Um 


q  —  tK 
also  Dach  Einsetzung  des  Wertes  (13)  für  K-. 


£,,£„  ...  Ein 

£jj  E„  .. .  B^ 


«11  «ii  • 
«Si«n  ■ 


«Hl  «na  ...   (m 


II. 

Der  Satz,  dass  die  Hanptnonnale  einer  kürzesten  Linie  auf  einer 
Flache  im  Räume  mit  der  Normale  der  Fläche  zusammenfallt,  gilt 
nicht  nur  in  Erweiterung  auf  die  ndehnnng,  sondern  bedarf  auch 
keiner  neuen  Herleitung,  da  der  gewöhnliche  Beweis  (T.  UX.  S.  266) 
auf  beliebig  viele  Dimensionen  anwendbar  ist  Wir  können  daher 
als  bewiesen  voraussetzen: 

„Die  zweiten  Differentialquotienten  der  Coordinaten  eines  Punkte! 
„auf  einer  ndehnuug  in  einer  linearen  (n-f-l)dehnnng  nach  dem 
„Bogen  einer  kürzesten  Linie  auf  ihr  verhalten  sich  wie  Richtungs- 
„cosinus  ihrer  Nonnale". 


Durch  -K-,  und  die  Anfangs  werte  von  x  und  «-  sind  die  x  be- 
nrat. Die  so  bestimmte  Corve  ist  es  dann,  die  wir  hier  unter 
er  Kürzesten  verstehen. 

Im  folgenden  soll  das  Analogon  eines  zweiten  Satzes  von  den 
rasten  hergeleitet  werden.  Zunächst  sind  die  partiellen  Differen- 
Iquotienten  2.  Ordnung  von  x  auf  die  1.  Ordnung  und  auf  p  n- 
ikzuftthren,  unter  der  Voraussetzung  orthogonaler  Parameter.  Wir 
imen  an,  dass  die  Linien,  welche  der  Punkt  x  bei  Variation  je 
es  Parameters  beschreibt,  in  rechten  Winkeln  von  ihm  ausgehen, 
<b  also 
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ekh  =  0     für     h  ^  h 

und  der  Kürze  wegen  eut  —  «*  sei,  und  setzen : 

B*x  Bx 

Mnltiplicirt  man  mitp,  substituirt  die  übrigen  x  nnd  p  nnd  summirt, 
so  erhält  man: 

Bx 
Mnltiplicirt  man  statt  dessen  mit  *-%  so  gibt  die  Summe: 

woraus  durch  Yertauschnng  von  &,  A,  g: 

y&X         BX 

^    B*x     Bx 

Addirt  man  je  2  dieser  3  Gleichungen,  so  kommt: 

7j^-  —  Bkgkek+Bgkkek 

^  ^Btkgeg+Bhftek 

Für  ungleiche  &,  ä,  </  sind  die  Linken  unll,  folglich  allgemein: 

Bkgh  =  0  für  ungleiche  fc,  h,  g 
Sei  k  =*h  *^>g\  dann  erhält  man: 

^-^-afe«  *** —  £&         (17) 


für  *  —  h  —  ^ 
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Seien  nun  2  Scharen  von  Parameterlinjen  entsprechend  up  and 
up  Kürzeste.,  also  «p  nur  Function  von  uM,  and  ev  nur  von  «,.  Dann 
ist  auf  einer  Fläche,  erzeugt  bei  Variation  von  u^  and  «»,  das  Linien- 
element   

ds  —  Yendufit+evdup* 

allgemein  gleich  dem  auf  einer  Ebene*  daher  jene  Fläche  (Parameter- 
flache)  auf  der  Ebene  abwickelbar.    Das  Ergebniss  lautet: 

„In  einem  System  orthogonaler  Parameterlinien  können  nur  dann 
„2  Scharen  Kürzeste  sein,  wenn  die  von  ihnen  erzeugte  Fläche  auf 
„der  Ebene  abwickelbar  ist." 

Ist  ferner  die  Parameterlinie  (up)  Kürzeste,  so  ist  ein  Bogen 
von  ihr 

Ufil 

unabhängig  von  allen  übrigen  Parametern,  bleibt  daher  von  con- 
stanter  Länge,  wenn  man  ihn  mit  einem  oder  mehreren  andern  Para- 
metern längs  N  variiren  lässt  Da  er  aber  den  kürzesten  normalen 
Abstand  der  2  Orte  seiner  Endpunkte  misst,  so  folgt  der  Satz: 

„Besteht  eine  Schar  Parameterlinien  eines  orthogonalen  Systems 
„aus  Kürzesten,  so  bestehen  alle  übrigen  Scharen  aus  Aquidistanten 
„(geodätischen  Parallelen).44 

Eine  zweite  Anwendung  der  Formeln  (18)  (19)  ist  die  folgende. 
Eliminirt  man  durch  partielle  Differentiation  die  linken  Seiten,  führt 
die  entstehenden  Differentialquotienten  2.  Ordnung  mittelst  der  For- 
meln (18)  (19)  und  (7),  welche  letztere  für  orthogonale  Parameter 
lautet : 

3p.=-2:^J5.  (21) 

9ttt  p     6/i     GUß 

auf  erste  Ordnung  zurück  und  vergleicht  die  Coefficienten  %—>£.' 

Sx 

k—  (wo  &,  A,  p  als  ungleich  anzunehmen  sind) ,  so  erhält  man  im 

ersten  Falle  eine  identische  Gleichung,  in  den  beiden  andern  aber 
die  Formeln: 


Ekk  Fkk 


JL_  &ß^  8a         1    Sex  Sek 
2«k  du\  dt**       2e*  duk  dun 


i_ /dek y     JL_  /%  V_ 1  &*  _  l  ?• 

+  4*k  \SüJ  "*"  4ek  \duj        2  3t**      2  du** 


„  1_  deit_  -dek_ 

p  ifip  dup  dup 


(*<Ä) 
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E*Ef* 
E*  EfA 


1    dek    htpt      _1_  8«*  3«*    ,    1_  3e*  3«* 
"  ton  dup  dun    *   4*h  Buh  Bu^   ■   4<?*  du*  Bup 

2  asrä;      (*'  *•  * ung,eich)  (23) 


Allo  n dehnungen  nun,  die  in  denselben  Parametern  dargestellt 
in  den  Grössen  e  abereinstimmen,  sind  offenbar  auf  einander  ab- 
wickelbar, weil  die  entsprechenden  Linienelemente  auf  allen  gleich 
sind.  Auch  ist  das  Umgekehrte  leicht  ersichtlich.  Die  61.  (22)  (23) 
zeigen  also,  dass  alle  auf  einander  abwickelbare  n  dehnungen  in  den 
Grössen 


Eut  Ehk 
Ehk  Eia 


und 


Ehk  Efjk 
Ekh  E^ 


(24) 


dir  ungleiche  &,  A,  p,  wenn  sie  in  denselben  orthogonalen  Parametern 
dargestellt  sind,  mithin  in 

|n(n-l)  +  in(n-l)(n-2)  -  *(»  +  «»(*  ~D 

Complexen  2.  Grades  der  Grössen  E  übereinstimmen. 

Dies  ist  in  der  Tat  eine  Erweiterung  ohne  Aenderung  der  Form 
and  Herleitung  eines  Satzes  der  Flächentheorie  in  zweierlei  Hin- 
sicht: erstens  sofern  die  Gl.  (22)  einer  Gleichung  von  Gauss  un- 
mittelbar analog  ist,  zweitens  sofern  die  Uebereinstimmung  der  er- 
stem Determinante  im  Falle  der  Abwickelbarkeit  auf  allen  ndeh- 
nungen ebenso  gilt  wie  auf  Flächen. 

Keine  Analogie  hingegen  ergibt  sich  in  zwei  andern  Beziehungen 
Erstens  ist  für  n  —  2,  d.  h.  auf  Flächen,  die  Determinante  (22)  der 
Dividend  im  Ausdruck  der  Krümmung  (13),  deren  Divisor  nur  von 
den  e  abhängt.  Dies  gilt  für  grössere  n  nicht  mehr,  und  die  Gl.  (22) 
(23)  sind  überhaupt  unzureichend  den  Satz  darzutun,  dass  auch  die 
Krümmung  auf  einander  abwickelbarer  n  dehnungen  gleich  ist.  Zwei- 
tens kann  man  auf  Flächen  aus  der  Krümmung  als  Invariante 
scMiessen,  dass  jene  Determinante  von  den  Parametern  unabhängig 
ist,  was  nun  für  *  >  2  nicht  mehr  geschlossen  werden  kann. 

Näheres  findet  man  hierüber,  indem  man  die  Gl.  (18)  nach  ug 
differentiirt,  wo  &,  A,  g  ungleich  sind.  Die  linke  Seite  ist  dann  sym- 
metrisch; daher  bleibt  sich  die  rechte  bei  jeder  Vertauschung  von 
*i  K  9  gleich.    Unter  den  6  gleichen  Ausdrücken  sind  nur  zwei  nicht 

identische.    Vergleicht  man  die  Coefficienten  von  *- .  a- -   und  *- , 

so  findet  man  die  Relation  (23)  wieder.     Kur  die  Coefficienten  von 

8* 

gr  1  wo  p  von  fc,  ä,  g  verschieden,  ergeben  eine  neue   Relation, 

nämlich 
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EkkEgn  —  EhgEk?  =  £if  Ei.u 
Hiernach  ist  für  irgend  4  ungleiche  Indices  k,  h,  g,  n 

Itth» 

Die  3  Determinanten  (24)  (25)  erschöpfen  die  möglichen  Formen 


Ell  El»  • 

.  «. 

E„E»- 

.  JA. 

£«i  £h2  . 

.  E,, 

enthaltenen  Unterdetermiuanten  2.  Grades.  Ist  daher  n  gerade,  so 
'ässt  sich  D  in  lanter  solchen  Determinanten  darstellen,  die  teils 
null,  teils  Functionen  der  e  und  ihrer  Derivirten  sind.  Für  gerade  * 
ist  demnach  auch  die  Krümmung  von  A"  Function  der  e  und  ihrer 
Derivirten  und  bleibt  bei  Biegung  von  A  unverändert.  Ferner  ist 
D  unabhängig  von  den  Parametern. 


Ist 


i  ungerade,  so  hat  D  die  Form 


wo  die  i  Functionen  der  e  und  ihrer  Derivirten  sii 
Setzt  man  ferner 

so  ist  vermöge  der  Gl.  (25) 


Demnach  sind  die  Quotienten  aller  E  von  ungleich 
tionen  der  e  und  ihrer  Derivirten,  und  man  kann  8 


Dann  gibt  Gl.  (27): 


Eu 


Eu  -=  (IvlE, 


('50 


d,,!, 


E„+- 


Folglich  hat  D  für  ungerade  n  die  Form: 
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<i,  dt,  bei  Biegung  TOD  N  unverändert  bleiben,  wahrend  Elt 
riiren  rauss,  weil  sonst  alle  B  nnd  e,  somit  die  ndehnnng  selbst 
verändert  bliebe.    Es  bat  sieb  ergeben : 

„Far  gerade  *  bleibt  die  Krümmung  einer  «dehnnsg  bei  deren 
Segnng  unverändert,  für  ungerade  «  nicht" 


Eine  kurze  Zusammenstellung  der  Resultate  ergibt: 

1.  Die  Krümmung  einer  n  debnung  N  in  einer  linearen  (*-|-l) 
hornig  hat  den  Wert  (13). 

2.  Du  Element  BN  dividirt  durch  die  Differentiale  der  Para- 
*er  hat  den  Wert  (14). 

3.  Das  Element  der  Indicatrix  der  Normale  von  N  durch  daa- 
Ibe  Product  dividirt  bat  den  Wert  (16). 

4.  Die  Krümmung  von  N  bleibt  für  gerade  n  bei  Biegung  con- 
urt;  desgl.  die  Determinante  (26)  nebst  allen  Unterdeterminanten 
raden  Grades. 

5.  Die  Hauptnormale  einer  Kürzesten  auf  N  ist  zugleich  Nor- 


6.  Die  partiellen  Differential  qootienten  2.  Ordnung  dar  Coor- 
taten  haben  für  orthogonale  Parameter  die  Werte  (18)  (19). 

7.  Ist  für  orthogonale  Parameter  ein  Coefficient  im  Anadruck 
is  Linienelementa  nur  Fnnction  des  zugehörigen  Parameters,  so  ist 
e  entsprechende  Parameterlinie  Kurzeste,  und  umgekehrt. 

8.  Der  zweite  Differentialquotient  einer  Coordinate  nach  dem 
sgen  einer  Linie  auf  N  hat  den  Wert  (20). 

!9.    In  einem  System  orthogonaler  Parameterliniea  können  nnr 
dann  2  Scharen  Kürzeste  sein,  wenn  die  von  ihnen  erzeugte  Flache 
abwickelbar  ist. 
10.    Besteht  eine  Schar  Parameterlinien  eines  orthogonalen  Sy- 
stems aas  Karsesten,  so  bestehen  alle  übrigen  Scharen  ans  Aeqni- 
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XIV. 


Ueber  Variation  von  Geraden,   die  an  eine 

Fläche  geknüpft  sind. 


Von 

IL  Hoppe. 


.  1. 

Das  Folgende  schiiesst  sieb  an  eine  Arbeit  von  P.  Jssoly:  Sor 
los  diverses  conrbnres  des  lignes  qu'on  pent  tracer  sor  une  surface. 
Nouv.  Ann.  ÜL  p.  522  —  7  —  an.  Diese  gebt  von  der  Betrachtung 
einer  variabeln  Linie  S  auf  einer  Fläche  ans,  durch  welche  zunächst 
3  orthogonale  Gerade,  die  Tangente  an  Sr  die  Tangente  an  die  or- 
thogonale Trajectorie  Z  und  die  Flächennormale,  bestimmt  sind. 
Nun  findet  der  Verfasser  das  Wort  Krümmung  schon  in  mehrfachem 
Sinne  in  Gebrauch,  ausser  der  Krümmung  der  Curve  im  Raune  wird 
ihre  geodätische  Krümmung  auf  der  Fläche  In  Betracht  gezogen, 
vielleicht  auch  Krümmungen  in  manchem  andern  Sinne.  Er  geht 
auf  diesem  Wege  weitor  und  entdeckt  manche  interessante  Bezieh- 
ungen zwischen  den  Grössen,  die  der  Krümmung  analog,  den  Winkel 
zwischen  den  consecutiven  Geraden  messen.  In  der  Tat  kann  man 
jede  variabele  Gerade  als  Parallele  der  Tangente  einer  Curve  an- 
sehen. Die  Krümmung  dieser  Curve  hängt  dann  ausserdem  von  dem 
willkürlichen  Linienelement  ab.  Als  solches  wählt  Jssoly  gemeinsam 
für  alle  Geraden  dS.  Die  Geraden  sind  zuerst  die  3  genannten;  eine 
Vermehrung  ergibt  sich  durch  Projection  der  Curven  nebst  ihren 
Tangenten  auf  2  orthogonale  Ebenen,  die  durch  jene  Geraden  gehen. 

Die  analytische  Ausführung  ist  nicht  angegeben,  doch  lässt  sich 
leicht  eine  allgemeine  Formel  dafür  aufstellen.    Wir  geben  die  Coor- 


djß  ßn  eine  FUUkß  geknMgft  ftai.  JJ<H 

dualen  und  Gleichungen  nur  in  Bezug  auf  eine  Axe,  die  m  Axe  an. 
Die  Protection  a^  eines  Punktes  *  auf  eine  Ebene 

Ebm  —  0  (1) 

bat  die  Coordinate : 

fipj  «™  ä  —  b  Ebx 

woraus: 

dxx  —  ty—b2bdx 

Ist «  ein  Punkt  einer  Ourv*  «,  so  findet  man: 

a#x«  -  SdxJ  -  gf>— (Zbdx)* 


daher 


5^ 


J^R)* 


(2) 


Da  hierauf  eine  Parallelverschiebnng  keinen  Einfluss  hat,  so  kann 
man  statt  der  Tangente  eine  beliebige  Gerade  setzen,  deren  Rich- 
tungscoauras  a  sei;  dann  wird  in  der  Protection  für  a 

a — b£ba 


Vi  —  (2ba)* 
Dies  bei  const^nt^n  &  differentiirt  gibt: 

fl  [1  —  (lfrq)»]8q—  (b—aEbajUbda 


(3) 


Die  Summe  der  Quadrate  der  Analogen  ist: 

Die  Quadratwurzel  hieraus  i?t  das  Differential  des  Drehungswinkels 
der  auf  die  beliebige  feste  Ebene  (1)  projicirten  Geraden.  Um  die 
von  Jssoly  für  alle  Fälle  untersuchte  Grösse,  die  wir  den  Dreh - 
unpsquotienten  einer  Geraden  nennen  wollen,  zu  finden,  hat 
man  jene  Quadratwurzel  durch  dS  zu  dividiren. 

Bei  allen  in  der  citirten  Schrift  vorkommenden  Anwendungen  ist 
die  Ebene  (1)  eine  solche,  die  durch  die  momentane  primitive  Ge- 
rade geht,  so  dass  stets 

2ba<=0 

ist,  wo  zwar  b  mit  a  variirt,  aber  bei  der  Operation  (3)  als  constant 
zu  denken  ist.  Hiernach  vereinfacht  sich  die  Formel  zu 

ZdaS  -  2:3a*  -  (Xbda)*  (6) 

19' 
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H 

rerden  von   folgenden   kinematischen   F 

:  eine  Gerade 

EticfatangscosinuB ,  so  ist  das  Differential 

a,  den  Richtnugscoainas  ihrer  momenta 


ngscoainus  der  momentanen  Bewegung  d 
i  auf  die  Gerade  in  einer  der  consecnl 
ene ,  darstellt  Ans  a  nnd  «'  wird  o, 
den. 

rehpunktsabstand,  d.  i.  die  Strecke  vom 
n  Rotationaaxe,  ist 

£$& 

leituug  der  Geraden  längs  der  Rotation» 
band  von  der  Conaecutivon  ist 


uiationen  der  Richtungscosiniu  sind : 


gor,  an  welche  sich  unsere  Betrachtuni 
System  zweier  orthogonal  sich  achu 
2  wir  der  Einfachheit  wegen  za  Paramett 


Boppe:   Utbtr   Variation  von   GtrtdtH, 

Ilcirt  man  die  3  Gleichungen  ndch  einander  mit  m,  «,  p,  ta 
die  Summen  der  Analogen,  ausser  3  Gle! 
inden : 


zunächst  die  Übereinstimmung  der  Coe 
i)  bewiesen  ist.  Ausserdem  sind  dadur< 
ie  2  Werte  bekannt: 


estimnraag  von  C  hat  man,  da  2m  =  0 


c--t~ 

tvTgdo 


d 

«  |  k  n  I  3n  I  I   p  1  8p 

Si —  I  '*  I'  y«8«""  j  *  »l'  y«& 


DB   den  DiffereuöalforaiEln   (16)   ergeben 
ngsquotienten  der  3  Geraden  OT,  OS,  C 


18) 
iet 
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Hiermit  ist  die  geometrische  Construction  dreier  Resultate  von 
Jsaoly  gegeben,  die  derselbe  ohne  Constructiou  und  ohne  analytischen 
Ausdruck  in  teils  gebräuchlichen ,  teils  von  ihm  eingeführten  Be- 
griffen ausgesprochen  aufstellt. 


Die  Grosse  l,  Krümmung  der  Protection  der  1 
auf  die  primitive  Berührungsebene ,  ist  die  geodätische  Krümmung 
,  Cnrve;  sio  erscheint  hier  als  Protection  der  Krümmung  im 
velche  OTx  darstellt.  Ihre  andre  Protection  k  ist  die  Krtftn- 
i  berOhrenden  Normal  Schnitts,  von  Jssoly  nicht  benannt;  da 
!  die  erste  geodätische  Krümmung  nennt,  soll  vielleicht  k 
e  heissen.  Die  Grösse  h  nennt  er  die  geodätische  Torsion, 
Ben  yi*i-As,  yX'-i-fc*    d;e   tangentielle   und    normale    De- 

erdem  ist  OTs  als  Hauptnonnale  der  Parameteriinle  »  be- 


die  erste  Gl.  (10)  zeigt,  hat  die  momentane  Rot&tionsaxe 
somentane  Bewegnngsricbtnng  mit  der  variirenden  Geraden 
)aher  stellen  OTt,  0HK  öiV,  dieselbe  auch  für  die  Variation 
,  0Blt  Oi\\  dar.  Der  Drehungsqnotient  hingegen  anter- 
sich  dnreh  den  Factor  d,  dessen  Wert  rar  0Tt  ist 

i  8nt  3  dm      I 


vhp-ln  ^Jfc{hp  -'")    <*+«"■ 


_/,,<» -tat     1    \  .  Vj^rp 
i  sind  die  Drehungsqnotienten: 

momentanen  Rotationsaxen  von  OTr.  0Hlt  Otit  als  normal 
bekannten  Geraden,  haben  die  Sichtungen  OT,  OB,  ON, 
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Setzt  man 

j-tg«;    ^-tg/S;    l-tgy  (20) 

so  kann  man  die  GL  (19)  auch  schreiben: 

und  «,  ß9  y  erfüllen  die  Gleichung 

tg«tg0tgy  =  l 

welche  Jssoly  gleichfalls  findet;  sie  sind  die  Winkel  zwischen   den 
OTl9  OHu  ONt  und  hzhw.  ON,  OT,  OH. 


S.  7. 

Die  Gerade  OT%  hat  eine  momentane  Rotationsaxe  parallel  der 
Ebene  TOTu  deren  Richtung  sich  nach  Gl.  (10)  bestimmt.  Ihr  zu- 
folge ist  der  Richtungscosinus 

Setzt  man  A  =  tgd,  so  wird  er 

=  ^cosd+aßinä  (21) 

und  i  stellt  den  Winkel  zwischen  ihr  und  OTt  dar  nach  OT  hin. 
Der  Drehungsquotient  ist 

_   yzda* 
y«9uco8^ 

also  ftr  OT%,  OH*  ONt 

coso  cos«  cosf  v    ' 

wo 

,  ,     8«  ,.      Bß  dy 

«'-y^'*  *«--yÄ*;  *~löfer    (23) 

Die  momentane  Bewegung  von  07,  hat  nach  Gl.  (10)  die  Rich- 
tungscosinus 

absind  — acostf  —  a,cos(J  —  R)+asin(i  —  R)  (24) 
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also  eine  Richtung  längs  der  Ebene  T02l  von  der  Rotatioasaxe  aas 
am  1  Rechten  weiter  zurück. 

Hiermit  hat  sich  die  betrachtete  Figur  um  2  nene  Tripel  tob 
Geraden,  nämlich 

OT3,  OHt,  ONt,  Rotationsaxen  and 
02,,  0Ht,  0N4  BewegnngErichtoDgeD 
von  0T„  0Hn,  0Nt  vermehrt 

Eiese  Figur  hat  eine  Centralaxe,  die  in  den  verschiedenen  Tri- 
peln nicht  enthalten  ist  Die  Ebenen  TOTx  nnd  HOB,  haben  die 
Richtangscosinns  von  Tt  nnd  ö„  nämlich 

hp  —  In  Im  —  Ap 

Daraus  findet  man  als  Richtuugscosinus  ihres  Schnittes: 
hm+kn+lp 

Da  dieser  Ausdruck  symmetrisch  für  T,  H,  N  ist,  so  folgt: 

„Die  Ebenen  TOTlt  HOH%  and  A'OAi  schneiden  sich  in  einer 
Geraden  OP." 

Anf  diesen  Ebenen  liegen  12  der  genannten  15  Geraden,  die  3 
übrigen  sind   ihre  Normalen.     Alan  kann  daher  von   OP  am  eine 

UeberBicht  über  alle  leicht  gewinnen. 

Ihre  Lage  absolut  im  Ranme  ist  durch  die  Richtungscosinoi  ihrer 
lalen  0T„  0Ht,  0Nt,  nämlich 

hp  —  In      Im — ftp      hn — Im 

iw+i?    VicpP'    VÄ*+p 
ben.    In  der  Kante  OP  bilden  sie  nnter  sich  3  Winkel 
HtON„    NtOTu    TtOH. 


{(*+**)  (A'+f)'  V(A»+fc»)(i*+I»)'  V{**+-0  (**+**) 

Die  Lage  der  Geraden  anf  ihren  respectiven  Ebenen  wird  durch 
Yinkel  bestimmt,  welche  sie  in  O  mit  OP  bilden.  Deren  Cosi- 
ergeben  sich  leicht  ans  ihren  RichtangscosinnB  and  dem  (2b) 
OP.    Sei  mit  beeftglichen  Indioes 


M 
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cos*J 

Einfach  gestaltet  sich  noch  der  Drehpnnktsabstand  für  OT^ 
OHt,  ONa.  Differeatirt  man  den  Ausdruck  (21)  des  Ricbtangscosinu 
von  OTa,  so  kommt: 

BiajeosS  -\-  a&iaä)  —  —  tgd*  da  cosd  —  ajiäeml  -f-S  aaiaS  +  aBieoti 

—  — SJfojSiud— acosd) 
woraus  zunächst: 

dann  nach  der  Formel  (8) : 

<ou  —  *£■.§£*•-— l) 

daher  bei  gehöriger  VertauBchnng  im  letzten  Factor  allein: 

)ie  Grossen  R  mnltiplicirt  mit  den  Richtungacosinns  der  be- 
q  Geraden  sind  zu  x  za  addiren,  um  die  Coordinate  der  Am- 
rankte  der  momentamen  Rotationsaien  zn  finden. 


|.9. 

)er  Gleituagsqnotient  oder  das  VerhaltniBB  des  Normalabstandes 
:oasecntiven  Geraden  za  der  Verrflckung  ergibt  sich  ans  der 
el  (9),  wo  8«  stets  =  mVeSu.  Bezeichnet  man  ihn  durch  Q, 
det  man: 


-    ,  (M) 


OXNO  =  0 


A 
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^*—%          -      ^,~v  Acost       >*,,,*        Acosf 

Q(7t) 1 ;    Q(Äi) -7====;    <K^s)  = 


QW-0;     «(H,)--^^;    Q(2V8)--       * 


yji+Äi'   ^v  8/        •/**+*» 


f.  10. 

Für  3  Verrückungscurven    verschwindet  je    eine  der  Grössen 

Sind  die  Linien  v  —  const  Krümmungslinien,  so  sind  die  Linien 
«  =  const  desgleichen,  and  es  wird  A  =  0;  T  fällt  in  0,  Ht  in  N 
Nt  in  H'%  es  bleibt  nur  das  eine  Rechteck  OHTxN. 

Man  bat  jetzt: 

W(H)=l\    W(N)-k 

Die  tangentielle  Deviation  wird  gleich  der  geodätischen  Krümmung 
die  normale  Deviation  gleich  der  Krümmung  des  Normalschnitts. 

Ferner  wird 

0  —  arctg   .  —-;    *  —  R  —  f— « 

Die  Grenzlage  von  0P  ist  07\. 

Die  GL  (37)  lassen  erkennen,  dass  OTt%  OH,  ON%  OHi3  ON, 
OH*  ONt  und  OT9  Coincidenzpunkte  haben. 

Sind  die  Verrückungscurven  asymptotische  Linien,  so  ist  h  —0. 
Die  Gonsequenzen  dieses  Falles  sind  dorn  Vorigen  analog  und  gehen 
durch  einfache  Vertauschung  hervor;  nur  die  Gl.  (27)  geben  nichts 
entsprechendes. 

8ind  jene  Cnrven  Kürzeste,  ihre  Trajectorien  also  geodätische 
Parallelen,  so  ist  1=0. 
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XV. 

Die  vierte  Rechenstufe. 

Von 

Herrn  Dr.  Emil  Schulze. 


Die  Definitionsgleichungen  für  Product  und  Potenz  lauten: 

|  j>mal  gesetzt. 


aP    <=*  a.a.a  ... 


Der  Gedanke  liegt  nahe,  das  Zahlensystem  nach  dem  in  diesen 
Definitionen  enthaltenen  Princip  weiter  auszubauen,  und,  wenn  man 
wie  üblich  multipliciren  und  potenziren  als  Operationen  der  2ten 
und  3ten  Rechenstufe  bezeichnet,  auch  die  4te,  5te  und  allgemein 
die  nte  Rechenstufe  in  die  Arithmetik  einzuführen.  Bezüglich  der 
Functionen  der  2ten  und  3ten  Stufe  ist  wegen  der  Gültigkeit  des 
Commutationsgesetzes  gleichgültig,  ob  man  dieselben  durch  die  Glei- 
chungen 

Xx  «P  —  {•••[(a+a)+a]-f-...a} 

a?  «=  {. . .  [(a . a) . a]  .. .  a\ 

oder  durch  die  Gleichungen 

II)  v=  !«+...[•+(•+«)]...}    dofiirt 

'  a?—  {a...[a.(a.a)]...}  **ww* 

Bei  der  Aufstellung  der  Function  der  4ten,  sowie  jeder  höheren 
Stufe  dagegen  bieten  sich  2  verschiedene  Wege  dar,  je  nachdem  man 
von  dem  Definitionssystem  I)  oder  II)  ausgeht  So  z.  B.  heissen  die 
die  beiden  Functionen  der  4ten  Stufe: 

{.[«Wl     oder    {a...[a    J...} 


Sek+Ucz  Ät  4m  Bn  !■■«■*  Ä* 


Ib  den  Mte  betont»  Lafatockvm    4er  JürittaMtOt*  wte 
HinkeJ,  Gmmo,  Sckflkr,  SckrMer,  ScU0*ikk  üi«** 
Boedtfjfnig  der  Enftlra*  dir  4te*  Sfcefc  ob*  wtfc*m  tl«|t 
rbu*.    ScMEler  nennt  die  Fwotioa  i*t  SjstMl  U)  «Cwj>,  tt*** 
lach  beräebnet  sie  dnreh  *a  (Zeitochr.  ftr  maltu  «.  n*t  Unt*  12^ 

Jthig^  6  H.),  Wftpcke  nennt  die  des  Systems  l)£,  die  doe  Systems 
H)  -  (Crelle,  Bd.  42). 

Um  beide  Systeme  für  jede  beliebige  Recbenitufe  ttbewtohtlleh 
darzustellen  •,  führe  ich  als  Rechenzeichen  der  m  ten  Stufe  doi  Hyutemi 
I)  m  und  des  Systems  II)  m  ein,  dann  heissen  die  Deflnitionsgleiotauugen 

beider  Systeme: 

asj>-{...[(afa)'a)]...M 
I)  Ä4p  =  j...[(a»fl))fa]...»aJ 


d*p-U.[(«"-VJ"!l!«l 


«Fj  =  i^~*  —  l4£H+^*i)  ~>\ 


tad  *jp 
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*-l 

afi(p  —  1)  —  (a»p)n-i a     und     a*-(p  —  1)  —  a  ||  (!Lp) 

Diese  Gleichungen  können  dazu  benutzt  werden,  um  anp  und 
anj>  zu  definiren,  falls  p  gleich  Null  oder  negativ  ist.    Man  findet: 

a*0=  an^ia        a?  (— q)  —  { . . .  [(a*^ia)«^ia]  . . .  *-ia] 

n— 1  »—1  a— 1       «— 1 

a«_0  «=  a  I  a         «JL(— g)  ■■  {«    I   •-•  [«   I    («   I    a)3  •••  I 

Ist  n  >  2,  so  ist  o*=ll  =  a,    folglich  a  |  a  «  1,    d.  h.  a*_0  —  1 
Ist  n  >  3,  so  findet  man  in  derselben  Weise  afL( — 1) «  0 
Ist  n  >  4,  so  ist  <*»_(— 2)  —  1 
Ist  n  >  g-|-2,  so  ist  a»^— q)  —  —  ($-1) 

Dies  wenige  mag  genügen.  Eine  völlig  befriedigende  Unter- 
suchung der  Functionen  jeder  Stufe  mflsste  gemäss  dem  von  Hankel 
„Princip  der  Permanenz  formaler  Gesetze1'  genannten  Princip  nach 
dem  Plane  angelegt  sein,  für  jede  Rechenstufe  den  Zahlenbegriff 
systematisch  so  zu  erweitern,  dass  die  Operationen  unter  allen  Um- 
ständen, was  auch  a,  j>,  o,  a  für  Functionen  seien,  ausgeführt  wer* 
den  können. 

Ein  oberflächlicher  Blick  genügt,  um  zu  sehen,  dass  solche  Un- 
tersuchung unüberwindlichen  Schwierigkeiten  begegnet,  und  dies  ist 
wol  einer  der  Gründe,  weshalb  man  die  4te  Rechenstufe  meist  nur 
erwähnt,  die  nte  Stufe  überhaupt  nicht  genannt  findet  Einen  andern 
Grund  giebt  Hankel  bezüglich  der  Function  der  4ten  Stufe  des  Sy- 
stems II)  an,  die  auch  für  jede  höhere  Stufe  passt;  er  sagt  von  ihr 
„ihre  Untersuchung  hat  sich  bis  jetzt  in  der  Wissenschaft  nicht  als 
notwendig  erwiesen". 

Endlich  will  ich  noch  einen  Gesichtspunkt  hervorheben,  von  dem 
aus  eine  eingehende  Untersuchung  der  Functionen  nter  Stufe  zweck- 
los erscheint  In  der  Function  a«zlp  sind  die  Cardinalzahl  a  und 
Ordnungszahl  p  durchaus  von  einander  unabhängig.  Weshalb  nun 
gerade  die  Gleichung  aEzla  =  a*2  als  Ausgangspunkt  für  die  nächst 
höhere  Stufe  gewählt  werden  darf,  dazu  liegt  keine  innere  Berech- 
tigung vor.  Mit  demselben  Rechte  könnte  man  übrigens  <£=}<*  — 
an\  als  Definition  wählen,  so  dass  aZp  die  Function  bedeuten  würde, 
welche  man  erhält,  wenn  man  mit  a  pmal  hintereinander  die  Ope- 
ration der  nächst  niederen  Stufe  vornimmt.  Einzig  und  allein  die 
Function  der  2ten  Stufe  ap  gewinnt  die  innere  Berechtigung  ihrer 
Einführung  von  einem  anderen  Standpunkte  aus,  nämlich,  dass  sie 
so  aus  der  höheren  Einheit  a  entsteht,  wie  p  aus  der  einfachen 


► 
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Iden  Addition  and  Mnltiplication  nnd  ihre  Uln- 
aren Rechenoperationen,  und  weiter  sind  keine 
enziren  nicht,  wie  Weierstrass  ausgesprochen 
im.  d.  Arithin.).  Die  3te  Rcchenstufe  hat  vor 
ans,  dass  ibro  Einführung  sich  als  nützlich, 
)  zwecklos  erwiesen  hat.  Möglicherweise  findet 
bei  irgend  einem  Probleme  Anwendung',  doch 
es  sich  wohl  der  Mühe  lohnen,  ihre  Functio- 
hen. 

4.  Recbenstufe  aus  System  II)  besitzt  vor  der 
irzng,  dass   sie  durchaus  selbständig  auftritt, 

3  Potenz  darstellen  lasst:  (aa)     —  a 

n  Aufsätze  will  ich  erstere,  in  diesem  letztere 
if  dasselbe  hinauskommt,  die  beiden  Functionen 


lr  4.  Stnfe,  Syst  I.  beissen : 

(bcd...)»- 
f«,     (abed..,)  —  o. 

1      {aod.. 
■  hm 

.)— ' 

amnp... 

=  (am .  Ch,  ■  Op  ...)           , 

^Al*^ 

l.    Die  Function  a 

1  —  B  >  so  entspricht  bekanntlich  dem  Punkte 
arallelstreifen  der  «-Ebene  liegt,  nur  ein  ein- 
ten Blatte  der  Riemann'schen  Z-Schranben- 
ji  im  nten  Blatt  die  beiden  Ufer  der  von  Null 

len  Unttetigkoitslinie  l  mit  k  und  U  (s.  Tho- 
bängen  die  einzelnen  Blätter  in  der  Weise  zn- 

fer  ln  an  das  Ufer  /„+i ,  4  an  U~i  sieh  eon- 
Nimmt  man  an,  dass  l  in  gerader  UM*  Mi 

maus  der  imaginäre  Teil  des  Hauf*lriMP*"S*" 
tili«,  T»il  HL  jf 
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logZ  zwischen  ±t*  liegen.  —  Denkt  man  sich  die  Blätter  der  Z- 
Fläche  isolirt,  nnd  in  Paralielstreifen  von  der  Breite  2wi  zerlegt  nnd 

Zn 

bildet  man  die  einzelnen  Blätter  gemäss  der  Glekhnng  e  —  3'  A, 
so  entspricht  dem  Punkte  Z\*,n-)  im  n'ten  Streifen  des  nten  Blattei 
ein  Punkt  8(n,n')  im  n'ten  Blatte  der  nten  Schraube  der  g-Fliehe. 
Die  Schnittlinien  l,  welche  in  den  Oten  Streifen  der  Blätter  der  Z- 
Fläche  von  0  bis  — x  gezogen  sind,  werden  durch  Schnittlinien  L, 
in  den  Hauptblättorn  der  Schrauben  der  ß-Fliche  von  0  bis  1  ge- 
zogen, abgebildet    Dem  oberen  Ufer  Z*  entspricht   das  obere  Ufer 

-  +  + 

Im  nnd  dem  untere»  Ufer  /„  das  untere  Ufer  L*,  denn  sind  die 
Zahlenwerte  von  zn  an  den  beiden  Ufern  von  t 

2*(B,0)  =  —p-\-ti     Z'\nff)  =  —  p  —  (i, 

so  sind  die  zugehörigen  Werte  von  3" 

8'<«.o)  —  «-'(cost  +  tsine)     S"(».«\  —  r*(«Mt-  isin  t) 

Fügt  man  jetzt  die  Blätter  der  2-Flächo  so  aneinander,  dasi 

U,  an  L-m,  U  an  ln-i  sieb  anschliesst,   so  mnsB  man  demgemftss  die 

Schrauben    der  ^-Fläche   so   zusammensetzen,   daas   L»  nnd  L*\i, 

L„  nnd  Im-i  in  einander  übergehen.  Wä 
eine  einfache  Schraube  ist,  ist  die  ß-Flä 
Die  einzelnen  Hauptblatter  der  Nebenschra 
der  eine  Schraube,  denn  lasst  man  z.  B.  de 
der  imaginären  Aie  aufsteigen,  so  senkt  i 
mäss  der  Pnnkt  Z  nm  den  Punkt  Null  in  e: 
benlinie  durch  alle  Blätter  der  ^-Fläche 
Punkt  3  um  tieu  Punkt  Eins  in  einer  i 
Hauptblätter  der  ß-Flftche  positiv  hemm, 
chungen  beisseu: 

*««-(2»*+y)*,     WO     y 


Z*  =  cos  y + « sin  y,     8(",  0)  =  «'"»t* 

Wenn  der  Punkt  3(*,0)  im  Hauptblatt  der 
Eins  in  beliebiger  Curve  umkreist,  so  gel 
lste  Blatt  der  nteu  Schraube,  oder  in   das 
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folgt  nach  den  Regeln  aher  höhere  Differentialquotienteu: 

/r(0)-o»  "~Zl    (r-l)r,  «r-I-f./r, (0) 

Wendet  man  auf  /rt(0)dieselbe  Formel  an,  beachtet  aber,  dau 
sie  für  r%  —  0  nicht  gilt,  so  erhält  man  schliesslich: 


Ans  dem  Binomischen  Lehrsatz  ergiebt  sich : 

r,fi(*"~1)r'  ~  ÖTT\~  iTöi' 

p-l  r,-l  3r  %r  \< 

r  =l  TfJr-1M"i~1^  ~  ÖI~2I~  ITTi+  2!  Ol 


'x   Tl£    Vcr-Dr.^-Dr.fr.-Dr. 


r1=l  r,-l  r,=l 


_  4r        ®L.-lJL-  _  lr      -  .  # 

—  Ol  8!—  Ol  21"1"  2!  II       äTÖl'    "•  *   '■ 


Demnach  erhalt  man: 


(,.-*)  1(1-1)1 

8  - a+a  iXkt£?-iy-\^m-iytä* 


Reihenentwicklung  von  *  —  Lg(LgB)-  Ebensowenig  wie 
g8  in  eine  Rei1--  — fc  »-«—-"  ™>  »  -ntwfelr«!« 
taltet  sich  die 

o)  -  igig8(0, 

i  j,  wobei  icl 
logarithmns,  i 
n  Schraube  ( 
,  die  bei  den 


iter  folgender 
"d  lo.  *ti  h 
lenagen,  and 
h  n.  x.  w.,  so 


,  erhalt  n 


-dj<i- 


r  einen  belie- 
nbe  läwt  sich 


■\-2mtti)+2*ni 
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Die  Convergenzbedioguog  ist  auch  hier: 

modj<l  — -■ 

Weil  3  =  «U4~l)  'Bti  demnach  die  Couvergenz 
Form  hat:  mod(e— £)<«— 1,  so  gilt  die  Reil 
alle  diejenigen  Punkte  S(n,m),  welche  innerha 
kreises  liegen,  mit  «—1  als  Kadias  am  den  Fnnl 

Das  Problem  gestattet  eine  allgemeine  Lösur 
in  der  Oleichnng  a  —  Lg  Lg  3  3  e>°en  Punkt  i 
«ten  Schruube,  dann  bestimme  man  Lg  Lg  3'  der 
chnng  erfüllt  wird 

a-LgLg8-LgLß8'+lg^ 

wo  Is(lIr')  der  HauptlogaritbmuB  von  rjjjj; 
bestimme  man  Lggx  so,  daas 

Lg8-LgBi+l8(l  +  ä:^5! 


ist.    Dann  nimmt  die  Gleichung  für  >  die  Form  t 

Setzt  man  noch 

L8l*8'+l«(^f)=I«L8a! 
ao  erhalt  man: 

'--l0«[I+rä"(1+¥')] 

—  it—iy+ifs     =£L ) 

^  Vr=o  ^ .  p_l ...  M-r  (Lg&y-^ 

mod(8-8i<(l-ymod81 

'er  Convergenzkreis  hat  jetzt  3,  als 
| .  mod3,  als  Radius.  Hat  der  Punkt  8, 
is  einen  Verzweignngsschnitt  schneidet,  so  i 
sen ,  aber  auch  in  diesem  Falle  gilt  die  II 
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Nebenschraube,   so  muss  der  imaginäre  Teil  von  j'n,  d.  i.  (2«+])*. 
(_„)«,-   zwischen    den   Grenzen    (2m ±1)»»   liegen,    d.    h.     wenn 

gerade  .      positiv    . 

"    nogerade   nnd  "  negativ  18t'  mu8B  m  poaitlv  fle,°'   wenn  daKe8en 

ungerade        ,      positiv  ,        _ 

°    gerade       nnd  "  negativ  18^  mB8S  m  neBatlT  8Bin-    Darai»  Mg 

dass  die  Schraubenlinie  lH  sich  Im  ersten  Fall  dnrcb  die  Plus-Blatter 
der  ßn-Schraube,  im  zweiten  dnrch  die  Minus-Blatter  derselben  win- 
det Das  nämlicbe  gilt  von  der  Schraubenlinie  V  Beide  Linien 
schneiden  sich  in  einem  Punkte;  in  diesem  findet  die  Gleichung 
S'*>  =  8""  statt,  die  beiden  zugehörigen  Werte  von  u  sind  : 
2»+l  2»— 1 

2a  2a 

Wachst  u   von   0   bis  oo,   so   ändert  sieb   der  Radiusvector  r  der 

Schraubenlinien    stetig;     die     Curve    r  —  u       gibt    diese    stetige 

Aenderung  an. 

Ist  z.  B.  a  positiv  nnd   gerade  nnd  n  positiv,  so  beginnen  die 
Schraubenlinien  im  Punkte  Eins,   winden   sich  entgegengesetzt  dem 


Zeiger  einer  Uhr  zuerst  nach  innen,  von  u  =  e        an  nach  aussen-, 

für  u  —  1  gehen  sie  durch  den  Pnnkt  ( -1)  and  zwar   1.   auf  der 

Grenze  zwischen  dem  nten  nnd  n-j-lten,  1*  auf  der  Grenze  zwisehen 
dem  n    -Iten  und  nten  Blatt 

Der  Bau  der  g-Doppelscbranbe  ist  jetzt  klar  zu  erkennen.    Die 

Blätter  je   zweier  benachbarten  Nebenschrauben,  der  8»-  und  ijn-j-l- 

be,  durchsetzen  einander  in  der  Weise,  dasB  sie  in  des  Schran- 

sn   A„  und  ln+i  zusammenhangen.    Einer  stetigen  Bewegung 
nktea  Z  in  der  Z-Schraube  entspricht  eine   t 
nktes  3  in  der  3-DoppeIschraubo.    Wie  der 
seiner  Bewegung  im   nten  Blatt  der  Z-FIach 

mt,  entweder  im  nten  Blatt  verbleiben  oder  i 
kann,  so  kann  auch  der  Punkt  &  wenn  er  a: 

,  kommt,   in  der  nten  Nebenschraube  bleib 

3  Übertreten.    Damit  im  Schnittpunkt  von  i 


.er  8- 

egativ 


jtenz- 


-eiche 
eine 
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Weil  ^  -  0,  i 

so  ist 

Folglich: 

-1       lr  — 
«»  - 

r=0              ' 

"l).=o  -  (1 
or)— • 

T     * 

Setzt  man 
in  eine  Reihe, 

jetzt  e*  —  Z  und  et  ■ 
so  findet  man: 

-  8  and  en 

z  = 

*  nt(- 

M=0    \r=0 

-1)»-(1- 

ar)'-'.C„_, 

Der  Gleichung 

<*8 

-."(1  +  « 

»).  8=0 

genügen  die  Weit« 

Nach  den  Convergenzkriterien  ist  dann  Bedingt: 
mod  (1  —  fi)<  niod  (1  —  fio),  d.  h.  die  Reihenenti 
für  alle  Punkte  fi,  die  innerhalb  eines  Convergeii 
den  Punkt  Eins  mit  mod (1—  fio)  a's  Radius  Be( 

Ist  a   reell  und  beschränkt  man   die   ünto 
Werte  der  Variablen,  so  ist  Bedingung,  dus  fi 

±= 

zen  e  liegen  und  für   Zg,  =--  1   den  Anfangs 


s  Eisenstein, 


Brache  dar- 

ner  in  x  niid 


üil  von  Prim- 


is  man  diesen 

nn*): 
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welche  die  nte  Derivirte  einer  impliciteu  Function  y,  definirt  durch 
die  Gleichung 

*■(*,  y)  =  0 

darstellt,  von  der  wir  voraussetzen,  dasB   Bio  ganze   Function  tob 
*  and  y,  nnd  ihre  CoefÜcienten  ganze  Zahlen  seien. 

In  dieser  Formel  bezieht  sich  das  Summenzeichen  £  auf  alle 
ganzen  positiven  Losungen  der  Gleichung 

(3)  tt+iß+8f+  ...  +nA  =  *-* 

wo  k  alle  ganzen  positiven  Werte  von  0  bis  n  annehmen  soll,  und 

(4)  BI_„-f-fl+r.(.....|_A+i 
ist 

Sondert  man  in  der  Formet  (2)  den  Term  ab ,  welcher  *<">  est 
halt,  so  hat  man  die  Gleichung: 

...  ^)  UV-Vg^mj        d~F       ,BFyW        ft 

(5)  *  «\  ß\  ...  «UI  &—*V  +  5  "ST  ~  ° 
die,  wenn  man  «  —  0  setzt,  die  Werte  von 

■*'     21       "■     «1 

gibt,   welche  mit  den  Cocfficiouten   oq,  a,,  ...  o»    der  aufgeatellten 

Reibe  zusammenfallen  müssen. 

Man  sieht  ans  dieser  Formel,  dass  der  Nenner  von 


(6)  «jp 

nur  die  folgenden  Primfactoren  enthalten  kann: 

)    Diejenigen,  welche  aus  dem  Factor 
«I  01  y\  ...  »1  AI 

)    diejenigen,  welche  ans  dem  Nenner  der 

(ftr— IVL 
)    diejenigen,  welche  aus  dem  Nenner  der 
/3>\ 


(^).= 


i    diejenigen,  welche  aus  den  Nennern  toi 


Deri- 
ht  ins 
■»*, 

h  von 
,   die 


Neo- 
IS  wir 


•tk:  Zur  ConKructim  tUi  KrümmmgiBiiitetjfitnterJ 


Zur   Construction   des  KrÜmmungsmittelpunktes 

bei  Kegelschnitten. 


Carl  Schlrek. 


A.  Mannheim  gibt  auf  pag.  285.  seines  Cours  de  Geometrie  de- 
scriptive  de  l'Ecole  polytechnique,  Paris  1880.  ein  Verfahren  an  mr 
Bestimmung  des  Krflm m unfctmi Wilp« ■  li le j  des   ebenen   Schnittes   C 
einer  beliebigen  Fläche  F,  welches  darin  besteht,  dass  man  die  Curve 
C  als  Leitearve  einer  Normalenfläche  der  Flache  F  auffasst,  welche 
mau  mittelst  orthogonaler  Protection  auf  die  Schnittebene  S  bezieht 
Dio  Projection  dos  sichtbaron  Umrisses  der  besagten  Normalenflacbc 
oder  dio  Coutour  derselben  ist  die  Enveloppe  der  Projectionen  ihrer 
sämtlichen  Erzeugenden  und  nachdem  jede  einzelne  Erzeugende  nor- 
mal ist  zu  der  Tangentialebene  desjenigen  Punktes  der  Flache  F,  für 
welchen   sie  eine  Normale  vorstellt,   so  ist  anch  ihre   orthogonsle 
Projection   normal   zur  Trace   jener  Tangentialebene   auf  der  Pro- 
jeetionsebeno,  d.  i.  normal  zur  Tangente  der  Corve  C  in  jenem  Punkte 
und   demnach  eine  Normale  von  C,  so  dass  die  Coutour  der  Nor- 
malenflache  durch  die  Evolute  der  Cnrve  C  dargestellt  wird.    Dom- 
Punkt,  in  welchem  die  Normale  eines  Punktes  von  C 
berührt,  oder  der  diesem  Punkt  entsprechende  Krön* 
ukt  die  Projection   des   Berührungspunktes    der  Nor 
it  einer  durch  die  der  Normalen  des  gedachten  Punktes 
1  Erzengenden  der  Normalfläche  gehenden  ,  zur  Ebene 
Ebene  und   dieser  kann ,  wie  in  dem  citirtea  Werke 
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Unter  den  unendlich  vielen  durch  £  gehenden  Rotationskegeln 
gibt  es  zwei,  deren  Scheitel  im  Unendlichen  liegen,  welche  also  Bo- 
tationacylinder  sind;  eines  derselben  R,  wollen  wir  uns  bedienen. 
Die  Normalen  fläche  desselben  längs  der  Ellipse  E  hat  die  Cylinder- 
axe  zur  Leitlinie  and  eine  zu  derselben  normale  Ebene  r  zur  Rieht- 
ebene. 

Nehmen  wir  die  Zeichnungsebene,  in  welcher  E  liegt,  als  hori- 
zontale, die  durch  AAt  zu  derselben  senkrecht  gelegte  Ebene  Kais 
verticale  Projectionsebene  an   und   bezeichnen  wir  die  horizontalen 
Projektionen   mit  Buchstaben   ohne  Accent  und  dio  verticalen  Pro- 
jeetioucn  mit  Buchstaben,  die  mit  einem  Accent  versehen  sind.    Die 
Erzeugenden  von  R  sind  zur  Ebene    V  parallel  und   die  Richtung 
ihrer  verticalen  Protection  ist  gegeben  durch  dio  Gerade,  welche  einen 
Endpnnkt  B  der  kleinen  Axe   mit  einem  Brennpunkte  F  verbindet 
Ziehen  wir  daher  dnrch  den  Ellipseumittelpunkt  0  eine  Parallele  a' 
zu  BF,  so  repräsentirt  diese   die  verticale  Projection  der  Axe  von 
Ä,,  während  dio  horizontale  I'rojection  a  mit  der  Projectioosaie  AAX 
zusammenfällt.    Die  auf  diese  Axe  in  0  errichtete  senkrechte  Ebene 
d.  i.  die  Ricbtebeno  r,r*  der  Normalenftächo  ist,  eine  verticalprojici- 
rende.    Die  durch  den  Punkt  mm'   gebende  Erzeugende  der  Kor- 
malenfläche hat  dio  Normale  von  E  im  Punkte  m  zur  horizontalen, 
die  durch  m'  zu  rt  geführte  Parallele  zur  verticalen  Projection,  w' 
ist  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Axe  aa'.    Den  Berührungspunkt  der 
durch   diese  Erzeugende   gebenden   horizontal   projicirendeu   Ebene 
e,eh  mit  der  Normalenfläche  finden  wir  mit  Hilfe  eines  sich  ihr  langt 
der  Erzeugenden  (ms,   m'v)  anschmiegenden  hyperbolischen  Pan- 
boloides ,  dass  die  Ellipsentangente  («'J  im  Punkte  mm',  ferner  die 
Gerade  («,  a')   zu  Leitlinien  und  die  Ebene  (r,r*)   zur  Richtebene 
des  ersten  Systems  hat;  die  Richtebene   dos  zweiten  Systems  ist  in 
den  Leitlinien  des  ersten  Systems  parallel,  daher  (x),  =  a'  ihre  ver- 
ticale, die  durch   0  zu   t  gezogene  Parallele  (a)*  ihre  horizontal« 
Trace  vorstellt     Der  fragliche  Berührungspunkt  ist  der  Schnittpunkt 
von   der   in   der   Ebene   («■»)   liegenden  Erzeugenden  .des  zweiten 
ns  des  Paraboloids;  diese  muss  allo  Erzengenden  des  ersten 
hb  schneiden  uud  zur  Richtebene  ((r»(rht)  des  zweiten  Systems 
el  sein,  d.  h.  parallel  zur  Schnittlinie  [vh,  v'ti)  der  Ebenen  (r) 
:.    Eine  Erzeugende  des  ersten  Systems  ist  die  in  der  horizon- 
Projectionsebene    liegende     verticalprojicirende   Gerade    OBt\ 
em  nun  diese  von  allen  Erzeugenden  des  zweiten  Systems  ge- 
il werden  muss,  und  der  Punkt  O  ihre  verticale  Projection  vor- 
so  folgt  hieraus,  dass  die  verticale  Projection  der  in  der  Ebene 
liegenden  Erzeugenden  des  zweiten  Systems  sich  als  die  dnrch 
vh'  geführte  Parallele  ergibt,  welche  der  verticalen  Projection 


»V  der  Erzeugenden  des  ersten  Systems  int  Pmukt*  K*  bo$e$NN4% 
dessen  zügehörige  horizontale  Protection  K  als  Schnitt  von  .V  roU 
dem  ans  Kf  rar  Projectioesaxe  gcftlhen  Perpendikel  resultirt  uihi 
bereits  der  gesachte  Krümmungsmittelpunkt  ist  Wenn  die  Punkte 
ä  und  p  nahe  an  einander  fallen,  so  ist  es  gut,  uro  die  Richtung 
der  Geraden  vh!  genauer  zu  fixiren,  die  Eheno  ((r)»(rH)  pArallol  tu 
sich  seihst  zu  verschieben. 

Wollte  man  auf  Grund  der  für  die  Construction  dos  Krümmungs- 
mittelpunktes  von  m  erhaltenen  Liniencombination  deu  Krümmung«* 
mittelpunkt  des  Endpunktes  B  der  kleinen  Axo  BBX  sucheu,  so  kämo 
man  zu  keinem  bestimmten  Resultate,  da  die  Linien  wi»,  ro'i>\  AV 
diesfalls  alle  mit  der  Geraden  BBX  zusammenfallen,  und  mau  köuuto 
geneigt  sein  zu  vermuten,  dass  das  angegebene  Princip  auf  den  Punkt 
B  speciell  angewendet  kein  Resultat  ergebe.  Hält  man  sich  Jedoch  an 
die  rfimliche  Betrachtung,  durch  welche  man  zu  der  vorstehendem 
Construction  geführt  wurde,  so  wird  man  alsbald  zur  folgendem,  von 
der  allgemeinen  scheinbar  verschiedenen  Construction  gelangen:  Um 
den  Krümmungsmittelpunkt  K  von  B  zu  finden  (Fig.  la)  nchmo  man 
in  AAX  einen  beliebigen  Punkt  d'  an,  ziehe  durch  denselben  «'ine 
Senkrechte  zur  Geraden  a'  und  fälle  aus  ihrem  Fusapunkto  A'  ein 
Perpendikel  zu  AAt,  welches  letztere  Gerade  im  Punkte  A  schneidet 
und  ebenso  aus  ö'  ein  Perpendikel  auf  die  Tangente  t  de*  Axen- 
endpunktes  B,  und  heisse  ö  dessen  FusHpunkt;  die  Vcrbiijduiig»»g<;rodi* 
der  Punkte  d ,  J  schneidet  BB1  in  dem  verlangten  Punkte  K.  l)tr 
Punkt  d'  kann  auch  als  mit  dem  Brennpunkte  V  zmammMtfitlUind 
angenommen  werden. 

Nimmt  man  an,  dase  der  Punkt  m  ein  Endpunkt  Akt  ip<twm 
Axe  z.  B.  AL  sei,  so  degenerirt  du  byp*rrtK>Jjv;h/5  Yurdf/VM  <\»** 
falls  in  2  Ebenen,  und  man  es»*  daLer  %UiX  d*w-JUr»  hu  tonU^r** 
Schmiegungsparaboloid  ai.  weiten,  t^w^  <riw  m»u  tUr'iw*/wM  ^M 
Scheitels  Ax  verschiedene  G*rfad*  zur  ZUa  i*,.\..u>,  ktt.,  <\*+,  tu  4>t 
durch  diese  Scheiteltaa£es.t£  iy^r~Ass*  zm  l*.  <x  f  y*t *>.*,,*%  ¥s/x& 
gelegen  ist,  und  Kit  der  Csrtx  AAt  z.%  <u*  v\uz&,  p*s;wv,*  ujaA 
zusammenfallt 

Die  Normalst??  i  /i*t  \x  vL<*rT*r»  Irus,  '+z\\  ,V-ut  /^  ''^'// 
und  die  ueadlidk  l?r&  €*<n*jk  te  fcv-w*  'r<*>,  *  *-i >  #  t,% 
gerades  Kegeisek=~:it£',uv.*t  *vn  4va  0"v>.  *>*.  \w  *>-%  w +*/*-/** 
Punkt  M  der  K-  y*^T**~*  **+  +ryv?  k  u^f  /+  v«  -v**  %//rn +.**-%, 
Geraden  :!/,  so  ist  j.-ir.  u~*  u?k  u*  a-vu^*i  a  i  'tw^/%  t*it**v 
den  wird,  der^a  ira*  ..»*  vs-**».  r **/>?;.* a&x  i>£  U-*  hw**,  »vi  /:  *«***' 
seits  dürfe  dea  Psr  *-i  j**  £».i#*?i.  v**i  vuw**  >'-*-«  -  '/d^-n  «*r  Jv 
hpse  E  sei*  w-rfca.  J>*.u  i  >1  «t.  iy  fc*o--?,**  <**•*■  i****  *M*rt* 
Punkt  der  £&sa«t  «f*r  x-^  t-^  (  I-^ö^--;!.  wr^.^^t  i-.u^^Oi^pM». 
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Die  Erzeugenden  des  Konoides,  welche  durch  die  Schnittpunkte 
mit  der  Geraden  SR  gehen,  schneiden  die  Geraden  $K,  aa\  die  El- 
lipse E  und  sind  ferner  der  Ebene  (rvrh)  parallel;  ihre  Sparen  der 
Ellipsenebenen  können  daher  auch  erhalten  werden  als  Schnittpunkte 
von  E  mit  eiuem  hyperbolischen  Paraboloide,  welches  SM  und  («,«') 
zu  Leitlinien  und  (rvrh)  zur  Richtebene  bat,  oder  was  dasselbe  ist, 
als  Schnittpunkte  der  Ellipse  E  mit  demjenigen  Kegelschnitte,  in 
welchem  die  Ellipsenebene  von  dem  hyperbolischen  Paraboloide  ge- 
schnitten wird.  Man  findet  nun  leicht,  dass  das  Paraboloid  ein 
gleichseitig-hyperbolisches  und  der  letzt  genannte  Kegelschnitt  eine 
gleichseitige  Hyperbel  ist,  identisch  mit  derjenigen,  welche  Chaslcs 
zur  Lösung  des  Normalenproblems  bei  Kegelschnitten  Oberhaupt  an- 
wandte, wie  wir  bereits  a.  a.  0.  gezeigt  haben. 

2.  „Der  Kegelschnitt  ist  eine  Hyperbel  H,  AAX  die  reelle,  BDX 
die  imaginäre  Axe  (Fig.  2.),  m  der  Punkt,  um  dessen  Krümmungs- 
mittelpunkt es  sich  handelt". 

In  diesem  Falle  müssen  wir  von  einem  durch  H  gehenden  Ro- 
tationskegel Gebranch  machen,  da  nach  einem  bekannten  Satze  von 
Daudelin  der  Focalkegelschnitt  einer  Hyperbel ,  d.  i.  der  Ort  der 
Scheitel  aller  durch  dieselben  gehenden  Rotationskegel,  eine  Ellipse, 
also  eine  Curve  mit  nur  in  Endlichen  gelegenen  Punkten  ist,  u.  zw. 
werden  wir  uns  eines  solchen  bedienen,  dessen  Scheitel  sich  in  der 
einfachsten  Weise  finden  lässt. 

Wenn  wir  die  im  vorigen  Artikel  getroffene  Vorkehrung  bezüg- 
lich der  horizontalen  und  verticalen  Projectionsebene  beibehalten,  so 
ist  der  Punkt,  welcher  den  Hyperbelmittelpunkt  O  zur  horizontalen 
und  den  Punkt  B  zur  verticalen  Projection  hat,  der  Scheitel  eines 
durch  If  gehenden  Rotationskegels.  Die  Axe  desselben  hat4Ji=a 
zur  horizontalen,  die  durch  B  zu  AAL  gezogene  Parallele  a  zur 
verticalen  Projection.  Die  durch  den  Punkt  mm*  gehende  Erzen- 
gende des  Rotationskegels  ist  (0m,  Bmr),  (die  horizontale  Projection 
wurde  in  der  Figur  nicht  ersichtlich  gemacht),  die  durch  mm  gehende 
Erzeugende  der  Normalcnfläche  hat  die  Normale  Ar  von  m  zur  hori- 
zontalen, die  Gerade  mV  zur  verticalen  Projection,  w'  ist  ihr  Schnitt- 
punkt mit  der  Kegelaxe  (a,  a')\  dieselbe  ist  normal  zu  der  Tangen- 
tialebene des  Kegels  längs  der  Erzeugenden  (Ow,  Bm').  Die  hori- 
zontal projicirende  Ebene  (ev eh)  durch  die  Erzeugende  (mr,  n'v) 
berührt  die  Normalenfläche  in  einem  Punkte,  dessen  horizontale  Pro- 
jection uns  den  gesuchten  Krümmungsmittelpunkt  liefern  wird,  nnd 
werden  wir  diesen  Punkt  am  einfachsten  mit  Hilfe  eines  sich  an- 
schmiegenden hyperbolischen  Paraboloides  finden,  welches  die  Hy- 
perbeltangente t  im  Punkte  m ,  ferner  dio  Axe  (a,  a)  zu  Leitlinien 
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bat,  and  dessen  Richtebene  vom  ersten  System  senkrecht  ist  Ear  Er- 
zeugenden (Om,  Bm%  Die  Richtebene  des  zweiten  Systems  ist  die 
horizontale  Projectionsebene  selbst.  Wir  haben  wieder  die  in  der 
Ebene  e,ek  liegende  Erzeugende  des  zweiten  Systems  aufzusuchen, 
walche  alle  Erzeugende  des  ersten  Systems  schneiden  und  der  Richt- 
ebene des  zweiten  Systems,  also  der  Geraden  #  =  <?*  parallel  Bein 
muss.  Eine  Erzeugende  des  ersten  Systems  finden  wir,  iudem  wir 
durch  den  Schnittpunkt  6  der  Geraden  t  und  AAX  eine  zu  Bm'  senk- 
rechte Gerade  führen,  d.  i.  die  Gerade  r9i  •,  diese  können  wir  als  die 
verticale  Trace  einer  durch  a  zur  Richtebeno  des  ersten  Systems 
parallel  gelegten  Ebene  ansehen,  und  weil  d'ese  in  der  Ebene  V  liegt, 
so  schneidet  sie  auch  dl#e  Axe  (o,  a)  und  repräsenürt  daher  eine 
Erzeugende  vom  ersten  System,  welche  die  Ebene  (evek)  im  Punkte 
dd'  trifft    Der  gesuchte  Berührührungspunkt  der  Ebene  e  hat  von 

der  horizontalen  Projectionsebene  den  Abstand  dd '  und  kann  daher 
durch  Umlegung  der  Ebene  e  um  ihre  Trace  eh  in  die  horizontale 
Projectionsebene  wie  folgt  gefunden  werden:  Im  Punkte  v  wird  zu 
4  eine  Senkrechte  errichtet ,  auf  derselben  von  v  aus  eine  Strecke 
—  vv*  aufgetragen,  ihr  Endpunkt  v0  mit  m  verbunden,  ferner  auf  der 
Verlängerung  der  w0  die  Strecke  vil^  =  vd'  gemacht  und  durch  d0 
zu  eu  eine  Parallele  geführt,  welche  mv0  im  Punkte  Kö ,  dein  umge- 
legten Berührungspunkte  trifft;  die  horizontale  Protection  K  des- 
selben resultirt  als  Fusspunkt  des  aus  K0  zu  eh  gefällten  Perpen- 
dikels und  ist  der  gesuchte  Krümmungsmittelpaukt.  Oder  auch :  Man 
verbinde  den  Punkt  m  mit  dem  Punkte  v,  ziehe  durch  d  zu  e%  eine 
Parallele,  welche  die  »w?'  im  Punkte  K0'  schneidet;  die  aas  K^'  zo 
AAt  gefällte  Senkrechte  schneidet  Ar  =  th  ebenfalls  im  Punkte  K. 

3.  „Der  Kegelschnitt  ist  eine  Parabel  /*,  A  ihr  Scheitel,  F  der 
Brennpunkt  und  m  ein  Parabelpunkt,  dessen  Krümmnngsmitfelpunkt 
K  gesucht  werden  soll^    (Fig.  3.) 

Auch  hier  machen  wir  Gebrauch  von  einem  Rotationskegel ;  wir 
finden  den  Scheitel  AA  eines  solchen,  indem  w>  AA'  aenkr.  auf  AF 

und  AA'  =  2 AF  «achen.  Wird  weiters  A .7,  =  2AF  gemacht,  so 
ist  A'A^  =  et  die  ver  ideale  Proj«  ction  seiner  Axe,  während  die  hori- 
zontale a  in  die  Parabelaxe  fiült,  Betretfe  der  weiteren  Erklärungen 
glauben  wir  uns  wegen  der  Analogie  dieses  Falles  mit  den  früheren 
kftrar  fassen  in  können.  Der  Berührungspunkt  der  Ebene  <**<**  mit 
der  H ftfenormalenfläche  ergibt  sich  mit  Hilfe  eines  ScbmiegnagS" 
parahokndes  y  welches  die  Tangente  t  von  P  «m  Punkte  m,  die  Ase 
(aa)  zu  I.eitiinien  und  eine  auf  der  Geraden  (Am,  Am')  senkrechte 
H>eae  zur  Bichtebene  bat  und  nach  diesem  ergibt  sich  fkr  JT  3m 
fioJgeade  Conatruction:     Man  ziehe  durch  den  Schnittpunkt  #  ipiil 
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und  AI'  eine  Gerade  seukr.  auf 
errichte  man  in  v  eine  Seukre 
derselben  vom  Punkte  v  aus  i 
vv0  —  vv'  und  nacb  der  andern 
mit  dem  Punkte  m,  den  Punkt  c 
zuvor  anf  der  Seite  die  Schnitt 
e",^,  mit  einer  zar  Richtebene  c 
parallelen  Ebene  (r),  deren  Trat 
sind  mit  der  Geraden  a'  und  d< 
diese  Schnittlinie  ist  in  der  Figi 
den  Punkt  dd'  wurde  zn  derselb 
horizontaler  Dnrebatosspunkt  si( 
Geraden  mv0  nnd  hdu  in  einem 
demselben  auf  die  Normale  A'  g 
mungsmittelpnnkt  K  der  Parabel 

Brönn,  27.  November  1883, 


xvm.; 

Miscelleii. 


Zur  Analyse  sehr  grosser  Zahlen. 

In  weiterer  Ausführung  der  von  mir  in  T.  II.  S.  329  des  Archivs 
ilrizzirten  Methode,  sehr  grosse  Zahlen  in  ihre  Factoren  aufzulösen, 
gebe  ich  zunächst  ein  Beispiel,  bei  welchem  die  verschiedenen  Com- 
binalionen   der  für  a   gefundenen  Werte    besonders   hervorgehoben 
werden;  dann   lasse  ich  diesem  in  grösserem  Umfange  entwickelten 
Beispiel  die  Anwendung  der  Methode  auf  einige  andere  Zahlen  fol- 
gen, nnd  es  wird  sich   das  Ergebnis  herausstellen,    „dass  dies  Ver- 
„fabreu  nicht  nur  dazu  dient,    um  durch  Gewinnung  einer  Auzahl 
„von  Determinanten  diejenigen  Primzahlen  ausscheiden   zu  können, 
„welche  als  Divisoren  der  gegebenen  Zahl  unmöglich  sind,   sondern 
..üass  man  vermöge  desselben  dnrehweg  auf  leichte  Weise  zu  zwei 
„binaren  quadratischen  Darstellungen  für  dieselbe  Determinante  nnd 
., somit  zur  unmittelbaren  Bestimmung  zweier  Factoren  gelangt.    Da- 
..mit.  int  denn  das  Prnhlp.m.  ftnhr  ofnuse  zusammengesetzte  Zahlen  in 
wiesen,  in  einer,  wie  ich  hoffe, 
ird  sich  zugleich  zeigen,   dass 
rauchende  Zahl  eine  Primzahl 
i,  welche  zwar  nur  die  Wahr- 
es mit   einer  Primzahl  zu  tun 
dass  sie  Veranlassung  genug 
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bietet,  um  auf  dem  Wege  «^T  =  ±*W*)    die  Wahrscheinlich- 
keit  zur  Gewissheit  zu  erheben. 

Die  Zahlen,  welche  ich  zu  Grunde  lege,  hatte  ich  bei  Gelegen- 
heit einer  anderen  Untersuchung  als  vorläufig  zu  umständlich  für 
eine  weitere  Prüfung  zurückgestellt;  nach  dieser  neuen  Methode 
konnte  ich  auf  dieselben  zurückkommen-,  es  sind 

17.22S+1  =  142  606337 
31.224+*  —520  093697 
17.227+1  =  2281  701377 

7 . 2« + 1  ■—  120259  084289 
Also  zunächst 

141 .  606337  —  (11941  —  «)*  -f  (23882 — a)a + 18856. 

Bezeichnet  man  das  zweite  und  dritte  Glied  der  rechten  Seite 
zusammen  mit  B,  so  erhält  man  durch  d'recte  Bestimmung,  B  te*1- 
bar  durch  23,  24  etc.,  wenn 

a  —  2»u+0,  2,  4,  6;    2*t*+4,  6,  12,  14;    26u  +  4,  6,  20,  22; 
2«u+4,  6,  36,  38;       2^+36,   38,    100,    102;      2«u+36,    38, 
164,  166;   29t*+164,  166,  420,  422;    210u+164,  166,  676,678; 
2^  +  676,  678,  1700,  1702;    212«+1700,  1702,  37  48,  3750: 

a  —  llu  +  2,  10;     ll2w+21,  24 

—  13t*+3,  11;     132w+102,  102 
■=  17u+6,  8;    172t*+25,  159 
«=  23u+13,  18:    232u+87,  519 

-  37*+ 20,  34;    37^ +626,  1352  (1369) 

-  47t* +24,  29;    47^+1904,  2097  (2209) 
«  61«+39,  53;     612u+2l74,  3103  (3721) 

—  79u+47,  56;    79^+1074,  4085  (6241) 

Mittelbar  findet  man  auch  bei  Benutzung  der  angeführten  Werte 
folgende  andere 

a  —  103t*+39,  50 

—  113u+50,  102 


•)  Siehe  die  folgende  Anmerkung. 
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«  —  149* +6,  36 
=  179* +  7,  68;    u.  8.  w. 

Für  u  =  0  findet  man 

«  =    68,  J3  =  11.13.179.  4* 

««102,  B  —    2.113.104* 

a-      6,  J3- 17.149.8* 

«  =    24,  B=    2.13.47.22* 

a=    36,  £-23.149.16* 

Für  a  =*  —  1  (es  sind  nur  die  geraden  Zahlen  berücksichtigt) 

a 130,    £=-—11.61.68* 

=  —10,    B 2.13.92* 

Ans  der  Combination  von  11m,  13m,  17  etc.,  für  uj  —  0  und  —1, 

C=Ä        76,    J3«      11.13.17.47.4* 
««—166,    B=  -  2.11.13.23.151.2* 

Aas  der  Combination  von  llu,  13t*  etc.  mit  den  Quadraten 

c—       2174,    J3=      13.61.244* 
««      1904,    £  —        2.23.103.94* 
«==—1068,    J3  =  —   2.13.1012* 

Biese  Werte  mögen  genügen. 

Aus  den  beiden  Werten  für  B,  erstens  —2.13,92*  und  —2, 
13.1012*  ergiebt  sich 

17.2»+1  —  11951*— 2.13.92 

—  13009*—  2.13.1012* 
und  hieraus 

17.2**+1  =142606337  -9871,14447, 
Die  zweite  Zahl 
N  =  31 .  2**+ 1  —  520093697  —  (22806 -  *;*  *  MAU)    h)u  \  *MVJ 
liefert  unter  anderen  folgende  Darstellung*« 

««      8894    13911*+  7,19 .H»AW-  N  (l) 

a  =      4910    17895*+  WM. WM        -  N  M) 

a  —  —  10        2281**  —  7,24*  -  N  CA) 

EUminirt  man  aas  (1)  wtA  (2)  die  Fa/*/**»  YA  ntA  *%  in  fan  b<sUr- 
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minanten,'  und   verbindet  die  gewonnene  binäre  quadratische  Dar- 
stellung von  p.iV  mit  (3),  so  findet  sich 

5200093697  —  3581 .  145  237. 

Für  145237  läset  sich  dann  noch  setzen  311.467. 

Die  dritte  Zahl 

N=  17.227-f  1  =  2281701377  =  (47767 -a)2+(95534—«)a+ 15088 

bietet  mehrere  Zusammenstellungen  dar,  welche  auf  zwei  Darstel- 
lungen nach  dem  Typus 

roa2-f-n£2  =-  pN 

führen;  beide  Darstellungen  gehören  jedoch  jedesmal  einer  und  der- 
selben Congruenz 

(±«02==  —  mn(N) 

an.    Die  Vermutung  liegt  also  vor,  dass  N  eine  Primzahl  ist. 

Diese  Vermutung  wird  durch  den  weiteren  Umstand  bestärkt, 
dass  eine  grössere  Anzahl  von  Darstellungen  eine  Determinante  dar- 
bietet, welche  nur  aus  einem  Factor  besteht    In  der  Tat  erhält  man 

22    ==  1050986483  (17 .  22*  + 1) 
und 

27'2*6  =  1(17.22H1) 

Da  nun  offenbar  <p(N),  wenn  q>  wie  gewöhnlich  die  Anzahl  der 
relativen  Primzahlen  bezeichnet,  in  dem  Falle,  dass  N  zusammen- 
gesetzt wäre,  kein  Divisor  von  7.2-6  sein  könnte,  so  ist  eben 

N  —  228 1701 377 
eine  Primzahl*). 

Die  letzte  Zahl 
7.234-fl  - 120259084289  -  (346783  -«)2+(693566-a)a-f635200 

giebt  für 

o=      1950  3448332+2.7.11.29602 

a«      143432        2033512+7.1061722 

a  =  — 3836  3506192— 2.11.110262 

und  man  findet  auf  ähnliche  Weise,  wie  in  dem  zweiten  Beispiele 

120259084289  =  379.317306291 


*)  Diese  zweite  Ermittelung  lässt  sich  wol  vermeiden,  wenn  man  bei  den 
binftren  Darstellungen  von  /*r,  die  Zahl  fi  vollständig  berücksichtigt. 
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da  er  auf  beiden  liegt,  so  berührt  der  eino  Kreis  den  andern  ein- 
schliessend  in  T.  Für  die  angeschriebenen  Kreise  wird  der  Beweis 
in  ähnlicher  Weise  geführt 

Berlin,  d.  1.  December  1855.  Dr.  J.  Lange. 


3. 
Integration  einer  Differentialgleichung. 

Die  Gleichung 

(*-^)(s+y/)-Const 

erscheint,  wie  wol  wenige,  dazu  geeignet,  ein  Bild  zu  geben  von  der 
Vielfachheit  der  Wege,  auf  denen  die  Integration  einer  Differential- 
gleichung zustande  kommen  kann.  Denn  fast  alle  die  Hilfsmittel, 
denen  sich  die  (als  indirecte  Rechnungsart)  auf  Probiren  angewiesene 
Integration  bedient,  lassen  sich  mit  Erfolg  auf  dieselbe  anwenden. 


I. 

Da  die  Gleichung  nicht  homogen  ist,  so  suchen  wir  zunächt  die 
Integrale  der  entsprechenden  Gleichung  mit  Weglassung  des  con- 
stanten  Gliedes,  um  durch  passende  Wahl  der  Constanten  in  einer 
Combination  derselben  auch  jene  ursprüngliche  zu  integnren.     Aus 

(x~fy(x+yy')-0 
folgt  ohne  weiteres 

yt  =  ex,    y2  =  Va2  —  s2. 

Setzen  wir  also  in  die  ursprüngliche  Gleichung  ein 

y  =  Ax  +  ß  Va2  —  x2, 

so  folgt,  indem  die  Constante  mit  e2  bezeichnet  wird, 

^  A     Va2-*2    ' 
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Ans  dem  Zähler  des  ersten  Factors  verschwindet  die  Variabele, 
so  dass  sich  folgende  Form  herstellen  lässt: 

T"  A*\ 


1         ,         B  Va»- 


X 


2 


— Ba*\B-^  —  ^.— - r7      *   l  — A 

Setzt  man  hierin  die  willkürliche  Constante  -4  =  0,  so  folgt 

also 


oder 


^^V-*«) 


•*  ,     y% 


n. 

Löst  man  <Mo  Differentialgleichung  nach  y    auf,  so  folgt 

Hieraus  ersieht  man  als  vorteilhaft  die  Quadrate  als  neue  Variabein 
einzuführen,  also 

*2  —  li       y2  —  i?f 

wodurch  die  Gleichung  folgende  Form  annimmt: 

Durch  dieselbe  Operationsfolge,  wie  zuvor,  erhält  man  das  Com- 
binationsintegral 

ri  —  At+B(a-t)  =>  ai  +  ß. 

Bei  Einsetzung  desselben  fällt  die  Variabele  vollständig  fort, 
indem  entsteht: 

also 

t        1     * 
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4. 

Zwei  Kreissätze. 

Lehrsatz  1. 

Legt  man  durch  einen  der  Durcbchnittspunkte  zweier  sich 
schneidenden  Kreise  zwei  Linien;  so  verhalten  sich  ihro  Abschnitte, 
welche  durch  die  beidan  Kresdurchschnitte  gebildet  werden ,  wie  dio 
Sinus  der  Winkel,  welche  sie  mit  der  gemeinschaftlichen  Sehne  der 
Kreise  bilden. 

Sind  also  durch  den  Punkt  A  der  gemeinschaftlichen  Sehne  AB 
der  Kreise  M  und  M*  zwei  Linien  gelegt,  welche  M  in  C  uud  D, 
M'  in  C'  und  D'  schneiden,  so  hat  man: 

CC'i  DD'  —  sin  BAC:  sin  BAD 

Verbindet  man  nämlich  C,  C,  Z>,  D'  mit  B,  so  ist  Dreieck  CBCf 
ahnlich  DBD'  da  die  Winkel  bei  C  und  />,  sowie  bei  C"  und  D' 
übereinstimmen,  da  nun  ist 

BC:BD  =  sin  BAC  :  sin  BAD, 
so  ist  auch 

CC'i  DDf=  sin  BAC:  sin  BAD. 

Das  Eigentümliche  dieses  Satzes  liegt  darin,  dass  das  Verhältniss 
jener  beiden  Abschnitte  von  den  Radien  der  Kreise  unabhängig  ist; 
und  dies  ze'gt  sich  noch  mehr  in 

Lehrsatz  2. 

Legt  man  durch  einen  der  Durchschnittspunkte  zweier  sich 
schneidenden  Kreise  unter  gleichen  Winkeln  mit  der  gemeinschaft- 
lichen Sehne  zwei  Linien,  so  sind  ihre  Abschnitte,  welche  durch  dio 
beiden  Kreisdurchschnitte  gebildet  werden,  einander  gleich. 

Es  ist  also,  wenn  BAC  =»  BAD  auch  CC  —  DD',  weil  dann 
dio  Dreiecke  CBC  und  DBD'  congruent  sind. 

In  Hinsiebt  auf  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  C\  C ',  D,  D\ 
A  lassen  sich  in  Bezug  auf  Lehrsatz  2.  sechs  Fälle  unterscheiden: 

1)  C  und  Cf  liegen  auf  derselben  Seite  von  A,  ebenso  D  und  D'. 

2)  C  und  C  liegen  auf  derselben  Seite  von  A,  D  liegt  in  A. 
D.  h.  AD'  ist  Tangente  des  Kreises  M ,  der  als  der  grössere  auf- 
gefasst  wird. 

3)  C  und  C"  liegen  auf  derselben  Seite  von  A,  D  und  Df  auf 
verschiedenen  Seiten. 
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XIX. 

Potential  einer  elliptischen  Walze. 

Von 

Herrn  Dr   Ulrich  Bigler, 

Pmatdocent  in  Bern. 


Erster  Teil 

Einleitung. 

Nach  Heine  (Kugelfunctionen  II.  S.  342)  war  Lagrange  der  erste 
(Oct  1777),  der  den  Gebrauch  der  Function  £-~  empfahl,  um  durch 

T 

ihre  Ableitungen  nach  x ,  y ,  z  die  Kraftcomponenten  auszudrücken. 
Den  Namen  Potential  für  die  Function  hat  Green  zuerst  (1828)  an- 
gewandt, dann  Gauss  (1839).  Im  Sommersemester  1861  hielt  Rie~ 
mann  in  Göttingen  Vorlesungen  aber  Schwere,  Elektrizität  und  Mag- 
netismus und  aus  derselben  ist  das  Buch  von  Hattcndorf  „über 
Schwere,  Elektricität  und  Magnetismus"  hervorgegangen,  welches  im 
Jahre  1880  bereits  in  2.  Auflage  erschienen  ist,  |,  26,  dieses  Buches 
handelt  von  der  Anziehung  eines  homogenen  elliptischen  C>  linden.  Das 
Potential  derselben  wird  hier  als  Unterschied  zweier  Functionen  dar- 
gestellt, yon  welchen  Hattendorf  aber  bemerkt,  das*  sie  durch  ein- 
fache Integrale  nicht  darstellbar  seien,  Demnach  wäre  alv>  über- 
haupt die  Darstellung  des  Potential*  eines  elliptischen  C/Hnderu 
durch  einfache  Integrale  unmöglich,  bUw,  Behauptung  ist  um  so 
auffallender,  als  in  $~  28,  gezeigt  wird,  da*«  Au*  Kraft/romponente  in 
der  Richtung  der  z  Axt  alt  PotentialfunctJ'/»  eij*/T  Ellipsenfläehc 
anige&sst  werden  kann-  Wie  die  Ausdrücke  itr  die  Abgeleiteten 
gefunden  wurden,  darüber  sagt  Hattendorf  kein  Wort,     Ob  sie  von 


338  Bigler:  Potential  einer  elliptischen    Walte» 

Riemann  oder  Dirichlet  herrühren,   das  ist  aus  der  Arbeit  nicht  zu 
ersehen.    Die  auftretenden  Formeln  sind  auch   gar  nicht  die  Kraft- 
componenten  des  homogenen,  elliptischen  Cylinders,   was  man  doch 
aus  der  Ueberschrift  der  Abhandlung  erwarten  sollte,   sondern  nur 
ein  Teil  davon  und  somit  leidet  der  Abschnitt  auch  an  dem  Mangel 
dass  er  keine  fertigen  Formeln   aufweist    Während   nun  über  das 
Potential   und   die   Kraftcomponenten   eines  homogenen   Ellipsoides 
eine   grosse   Litteratur  existirt,  so   ist  hingegen  dieselbe  über  den 
elliptischen  Gylinder  nur  sehr  klein.    Die  erste  mir  bekannte  Arbeit 
ist  die  Dissertation  des  H.  Grube  in  Hamburg  aus  dem  Jahre  1859. 
In  dieser  Abdandlg.  „de  cylindri  et  coni  attractione"  werden  die  3 
Kraftcomponenten   des  geraden,   elliptischen  Cylinders    durch   Ein- 
führung von  Eugelcoordinaten  so  weit  behandelt,  bis  die  Möglichkeit 
ihrer    Darstellung    durch    elliptische    Integrale   eingesehen   werden 
konnte.    Der  Integrand  dieser  Formeln  ist  aber  so  überladen,  dass 
von  einer  Durchsichtigkeit    keine   Rede   sein   kann,   und   deswegen 
wurde  auch  der  Verfasser  gezwungen,   den  allgemeinen  Fall  zu  ver- 
lassen und  8peciclle  Fälle  zu  behandeln,  bei  welchen  die  Reduction 
auf  elliptische  Integrale  sich  leicht  vollziehen  liess.    Ito  Jahre  1861 
versuchte  nun  Herr  Röthig  in  Berlin  auch  das  Potential   des  ellipti- 
schen Cylinders  durch  einfache  Integrale  auszudrücken,   welche  für 
alle  Lagen  des  Bezugspunktes  ihre  Gültigkeit:  haben.     Seine  Arbeit 
findet  sich  in  Crelle,  Bd.  61.,  S.  180—186.    Er  geht  dabei  von  dem 
Pot.  eines  Parallelepipcdes  aus,  welches  er  im  Jahre  1860  im  Journal 
von  Crelle,  Bd.  58.,  S.  249.  dargestellt  hatte,  und  findet  für  dasselbe 
ein   einfaches   Integral,  dessen   Integrand   auf  rationale  Weise  aas 
Logarithmen   und  Arctg.   zusammengesetzt  ist,   die   aber  eine  ver- 
wickelte Form  haben  und  weitere  Betrachtungen  sehr  erschweren. 
Von  sehr  grossem  Interesse  ist  die  Methode  des  Herrn  Beltrami  in 
Pavia,  nach  welcher  er  von  dem  Potential  einer  zwischen  zwei  ähn- 
lichen Ellipsoiden  enthaltenen  unendlich  dünnen  Schale  aus  zum  Pot 
einer  homogenen,    elliptischen   Scheibe   gelangt     Seine  Abhandlung 
„über  die  Theorie  der  Anziehung  der  Ellipsoide"   steht  im   ersten 
Bande  der  4.  Reihe  der  Denkschriften  der  Akademie  der  Wissen- 
schaften des  Instituts  von  Bologna  und  ist  im  April  1880  vorgetragen 
worden.    Ueber  diese  Arbeit  findet  sich  eine  Recension  im  Jahrbache 
über  die  Fortschritte  der  Mathematik  (Bd.  12.,  S.  72.)   von  Herrn 
Bruns  in  Leipzig,  welche  sagt,  dass  die  Methode  neu  und  interessant 
sei,  aber  die  Resultate  seien  doch  der  Hauptsache  nach  schon  be- 
kannt, oder  doch  aus  bekannten  ohne  Schwierigkeit  herzuleiten.  Ob 
nun   Herr  Bruns  die    oben  angeführten  Arbeiten   im  Sinne   hatte, 
weiss   ich   nicht    Meine   weiteren  Nachforschungen  in   dieser  Be- 
ziehung blieben  fruchtlos. 
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Es  ist  mir  nun  gelungen ,  das  Pot  eines  geraden ,  homogenen, 
elliptischen  Cylinders  auf  elementarem  Wege,  allein  durch  Integra- 
tion darzustellen,  und  die  Formeln  für  dasselbe  und  die  Erafteompo- 
nenten  sind  so  einfach  nnd  durchsichtig,  dass  sie  ein  Studium  im 
ganzen  unendlichen  Baume  zu  Hessen.  Bei  der  Ableitung  des  Pot. 
eines  elliptischen  Ringes  musste  eine  biquadratischo  Gleichung  auf- 
gelöst werden.  Diese  Auflösung  erfolgte  nach  verschiedenen  Metho- 
den und  das  Interesse,  welches  eine  jede  darbietet,  ist  auch  der 
Grund  ihrer  Veröffentlichung.  Immerhin  ist  aber  die  Darstellung 
derselben  nach  jeder  von  diesen  Methoden  mit  bedeutenden  Schwierig- 
keiten verbunden,  welche  in  gar  keinem  Verhältniss  mit  der  Ein- 
fachheit des  Endresultates  stehen.  Das  Studium  der  auftretenden 
eigentümlichen  Relationen  Hess  mich  deshalb  auch  schon  lange  einen 
viel  einfacheren  Weg  vermuten,  das  Pot.  des  elliptischen  Ringes  dar- 
zustellen. Diese  Vermutung  hat  sich  denn  auch  auf  das  schönste 
verwirktlicht,  und  die  Methode  findet  sich  in  diesor  Arbeit  unter 
dem  Titel:  Von  allen  früheren  unabhängige  Berechnung  des  Pot. 
einer  Ellipse,  deren  Dichtigkeit  in  jedem  Punkto  gleich  ist  dem  Ab- 
stände des  Mittelpunktes  von  der  Tangonte.  Auch  ist  es  mir  ge- 
lungen, die  gleiche  Aufgabe  mittelst  des  discontinuirlichen  Factors 
von  Diricblet  zu  lösen. 

So  hoffe  ich  denn,  durch  vollständige  Behandlung  vorliegender 
Aufgabe,  die  Schwierigkeiten,  die  bis  dahin  einom  gründlichen  Stu- 
dium des  Pot.  der  elliptischen  Walze  im  Wege  stunden,  beseitigt  zu 
haben.    Möge  die  Arbeit  wolwollendo  Aufnahme  finden. 

Ich  kann  diese  Gelegenheit  nicht  vorübergehen  lassen,  ohne  noch 
unserem  Altmeister  der  Mathematik,  Herrn  Prof.  Schläfli  in  Born, 
für  seine  freundHche  Unterstzüung  in  der  Arbeit  hier  öffentlich 
meinen  besten  Dank  auszusprechen. 


I.    Potential  einer  Ellipse,  deren  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte 
gleich  ist  dem  Abstände  des  Mittelpunktes   von  der  Tangente« 

§.  1.    Vorbereitung. 

Wenn  ein  Punkt,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  x,  y,  z  sind, 
einen  Kreis  mit  dem  Radius  >M  durchlauft,  so  ist  die  Bahn  eines 
andern,  dessen  Coordinaten  X,  F,  Z  mit  denen  des  ersten  durch  die 
Gleichungen 

Vif 


*>    *  =  yÄ* 


««• 
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verbunden  sind,  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxenquadraten  A  und  B. 
Denn  es  ist 

also 

A^B         1# 

Die  Ellipse  entsteht  also  ans  einem  Kreise  durch  Multiplication  aller 

1/  B 

Ordinaten  mit  dem  constanten  Verhältniss  ^r~A.      Ist   demnach   der 

^A 

Inhalt  eines  Kreissectors     2    »  so  ist  der  Inhalt  des  entsprechenden 

Ellipsensectors  — r-  X  zj~\  =  ""TT"  d(P*      Die    Richtigkeit    dieses 

Resultates  ergibt  sich  auch  sofort,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  El- 
lipse 

A    ^  B 

als  dio  Projection  eines  Kreises  aufgefasst  werden  kann,  welcher 
um  seinen  Durchmesser  YA  soweit  aus  der  Projectionsebene  her- 
ausgedreht wird,  bis  seine  Ebene  mit  derselben  einen  Winkel  bildet, 

V B 
dessen  Cosinus  -Lj-A  ist.    Wenn  ich  nun  das  Curvenelement  der  El- 

lipse  mit  ds  und  das  Perpendikel  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tan- 
gente mit  p  bezeichne ,  dann  ist  der  Inhalt  des  Ellipsensectors  auch 

gleich  ~r-     Die  Gleichuug  einer  der  vorigen   ähnlichen  Ellipse  hat 

die  Form 

X*  .    r* 

B 

oder 

X%  y* 

5(1+1)« +  ü(l  +  t)»==1 

und  die  Inhalte  der  Sectoren,  welche  zwischen  denselben  Radien- 
vectoren  liegen,  verhalten  sich  demnach  wie  die  Quadrate  entspre- 
chender Radien.  Wenn  ich  dio  Sectoren  mit  S  und  S'  und  die  zu- 
gehörigen Radien  mit  r  und  r  bezeichne,  so  ergibt  sich  also  die 
Proportion 


T  +  IT  =  (!+•)' 


S:S'  ~r*:r'* 

Nun  aber  ist 

r  -  =  (l+«)r 

folglich 

S*  =  (l  +  f)2£ 
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Das  Element  des  elliptischen  Ringes,  welcher  von  den  beiden  Ellipsen 

A   ^  B         x 
uod 

x  +  l-  -d+-)» 

begrenzt  wird,  ist  demnach 

£'_  8  —  (1 +  «)»£— S  -  £((1  +  «)8—  l) 
und  fftr  den  Fall  eines  sehr  kleinen  e 

2*5  =  eYAB.d<p 
oder  weil  

VäB  dq>  —  jwfe 
ist,  auch  gleich 

Ist  dieser  Ring  nun  mit  Masse  von  der  constdnten  Dichtigkeit  q 
belegt  dann  lässt  sich  das  Massenelement  derselben  durch  den  Aus- 
druck   

Qt^  ABd(p  =  QBpda 

darstellen.  Derselbe  ist  also  dem  Perpendikel  aus  dem  Mittelpunkte 
auf  die  Tangente  proportional.  Wenn  nun  r  den  Abstand  dos  Be- 
zugspunktes mit  den  Coordinaten  s,  y,  *  von  einem  Punkte  der 
Ellipse 

A  ^  B         x 

bezeichnet,  dann  lässt  sich  das  Potential  des  elliptischen  Ringes 
durch  das  Integral 

2n    

_   fQtrfAB.d<p_         Ppds 


_    pQtVAB.dy  _         Ppd 


T 

0 

darstellen.  Da  nun  der  Factor  qb  für  denselben  eine  constanto  Grosso 
ist,  so  lasse  ich  ihn  vor  der  Hand  weg  und  betrachte  also  das  Po- 
tential einer  Ellipse,  deren  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  gleich  dem 
Abstände  des  Mittelpuuktes  von  der  Tangente  ist.  Dieses  Potential 
sei  mit  T*  bezeichnet.    Also 


-p?-f 


2n 
YABd<p 
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obersicht  der  Formeln,  die  zur  Auflösung  einer 
Gleichung  4.  Grades  dienen. 

Polynom  4.  Grades  habe  die  Form 

p  =  ar*-j-4&cs-r-6«Es+4rfiB-}-e  —  0. 

Glied  vom  3.  Grade  wegzuschaffen,  mnltiplicire  ich  dasselbe 
llso 

a}p  —  a**4+4astx»+6ascs»+4asda;+ase  =  0 

(ax+b)'  =  a*xi+4a»&rs+6asSV+4oJsx+d* 
etze  man 
gt 

)ses  in  Gleichung  1'.  eingesetzt,  so  ergibt  sich 
=  y*—  Go»4V-  4ab*x--  i*+6oBcz*+4o3di-r-a3e  —  0 
ber 

—  40*33;  -f-  4a3<to  —  Aax  (o*d  -  6») 
n  man  filr  ax  obigen  Wert  einsetzt  und  zugleich   die  Ab- 


B'—a*d—  3bac  +  2b* 

C»—  tfie  —  4a»fid+a£'e-34* 

so  erhalt  mau  die   Gleichung,  in   welcher  das  Glied    vom 
niebt  mehr  vorhanden,  in  der  Form 


«V  =  ff*  +  6Ay-l-4iJV  +  C 

:eln  dieser  Gleichung  seien  mit  — a,  — ß,  - 
1  folgt,  wenn  das  Zeichen 


ne  aller  Combinationen  der  eingeklammerten  Elemente   zur 

bedeutet 


■£<?,(— «.  —  ß,  —h  —*)  —  0 
2Ct{—  a,  — 13,  ~y,  —6)  =  SA' 
2C„(-a,   -ß,  ~y,  —  d)—-U 
2Ct{~«,  -ßt-y,  -i)  =  C 
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Man  setze  nun 

dann  folgt 

*+r  =  -r,  jJ+3--r',  /J+y  =-  r" 
ferner 

2TQ(-«,  -0,  -y,  -3)  -  («  +  0)(y  +  3)  +  a/?  +  y3=6,l' 

—  —  r*+ö0+y3  —  64' 

also 

a.  6ii'-f-r»-a0+y3 
Ebenso  ist 

2^(-cr,  -/?,  -y,  -3)  -  a0(y+3)  +  y*(«+0)  -  4>B' 

=  a/J(— r)  +  y3r  —  45' 
folglich 

b.  —  -yd -aß 

Werden  nun  die  Werte  anter  a  and  b  in  die  identische  Gleichung 

(«/?+ y*)2  -  (y*  —  a/J)2  —  4a/Jy3  =  0 
eingesetzt,  so  folgt 

Dieser  Gleichung  genügt  nicht  nur  r2,  sondern  auch,  wio  leicht  ge- 
zeigt werden  kann,  r'2  und  r"2;  ihre  Wurzeln  sind  demnach  r2,  r'2 
und  r"2.    Durch  die  Substitution 

r2  =  « 
geht  dieselbe  in 

3.  fl  +  \2A't*+MgA'*  —  C)t  —  \§B%  —  0 

über  und  die  Wurzeln  der  Gleichung  2.  werden  aus  den  r  durch 
folgende  Wurzeln  bestimmt: 

«  =  $(r-fV+r") 

j3-i(r-r'-r") 

y~i(~r+r'-r") 

<J-i(-r-r'+r") 
Weü 

rV'==  a2+a(Y  +  d)  +  yö  —  «(«+y+<*)+y<* 

=  —  «0  -f-  yfl 
r 

ist,  so  hat  man  für  die  r  die  Bedingung 
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rrV=  4B' 

durch  welche  das  Vorzeichen  des  dritten  r  bestimmt  wird,  wenn  die- 
jenigen der  zwei  ersten  willkürlich  gewählt  werden.  In  der  GL  3. 
soll  das  Glied  vom  2.  Grade  weggeschafft  werden.    Es  ist 

(t+4-1')3  -  i*  +  12(JJl'+4M'si+6W; 
also  für 

(+4.1'—  » 
erhält  man 

P+12A'P  =  «=—  (4SA'*t  +  teA'*) 

Wird  dieser  Wert  in  Gleichung  3.  eingesetzt,  so  folgt 

*s— 4(14'»+  C')t—16iB't+4A'*)  =  a 
und  für 

*  =  ,—4A' 

geht  diese  letzte  Formel  in 

3'.  j>— 4(3j1',+  C')«+16(—  -4'»-r-.4'C'-B'*)  —0 

über.  Die  quadratische  Invariante  der  Gleichung  1.  werde  mit  J  und 
die  kubische  mit  A  bezeichnet,  dann  erbalt  man  für  dieselben  fol- 
gende Ausdrucke: 

I=at— 4örf-)-3e* 

J  =  aee  —  a*d—<*-\-2bcd  —  b*t 


fischen  diesen  Invarianten  und  den  Coefficienteu  der   ans  der 

mittelst  der  Substitution  x  — abgeleiteten  Gl.  2.,  welche 

allgemeinen  Form 

ieben  werden  kann,  bestehen  die  Relationen 


m  Falle  ist  aber 


o,e,  -  46,d,  -f  Sc?  —  Q  a*  I 
ajdS— c,a+2Vi<*i  — V«i  =  (-)  «'^ 
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a,  =  1,  bt  =  0,  fl]  =  a; 

folglich  erhält  man  aus  obigen  Relatioi 

ÜA'+C- 
tnd 

^'C'—  fl's  —  ^'' 

Die  Richtigkeit  dieser  beiden  letzten  ] 
den  anf  Seite  343  fnr  A\  B'  nnd  C  ai 
Gleichung  3'  geht  somit 

3".  **— 4a*  2t +16* 

hervor,  nnd  setzt  man  hier 

s  —  2<ro 
so  geht  dieselbe  in 

t  i^  — A-f-2* 

aber. 

§.  3.    Auflösung  der  Glcicl 
algebraische  Bot 

Da  die  Coordinaten  irgend  eines  1 

A  +  B   ~ 

durch  y^cos?  und  yBüntp  aosgedi 
man  fnr  die  Entfernung  r*  die  Forme 

r*  =  (y,leoB«.-*)*+(yBrin«i-i 
oder 

Setzt  man  in  ia  de*  bekannt/.-* 


cosq»  - ^ ad 

also 

cos»  —  — --    su 
iiese  TTerie  ä.  i.*  Fv 


j*  _  «S-^,1-^»— 


*♦* 
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-  4(x*+g*-{-**)<l>*+A(Q*+l)*  ~  B(&-1)* 

—  4y^Jl;(«^*+l)«-^-4v'By(*,— l)*i 
-M-B)**-4(y^-.VSy)*»  +  (4(a:»  +  y»+i») 
f2M  +  S»*»-4(V^+.yjy)*  +  (J-B) 

du  wir  noch  auf  beiden  Seiten  mit  3  mnltipliciren,  so  bekommt 
znlösende  Gleichung  <5*r*  =  0  die  Form 

+lA+B))Q*~12(YAx+iy'  By)Q  +  3(A  —  S)  =  0 

ich,  wenn 

«  — 3M  — B),    4  =  — 3(V^  — i'/By) 

=  2(**+j,»+**)  +  (,4+£),    rf  =  -3(V^«+.yBy) 

ä-8(A-J>] 
wird 

n**+46*8  +  6^«'  +  4d®+«  —  0 

i  Auflösung  dieser  Gleichung  läset  sich  aber  nach  den  Bom- 
ien  Regeln  anf  die  Auflösung  einer  kubischen  Gleichung  von 
rm 

öS— I»+2J  =  0 

Uhren,  wo  die  beiden  Invarianten  /  nnd  4  durch  die  Formeln 

M  —  Üd+3~c* 

3(3lA-B)>-12(Am*+By*)  +  (2(x*+y*+*)  +  (A+B))*} 

^e  —  <j7(* — ?  +  2bed — l  ü 
nt  werden. 


iflösung  der  Gleichung  «ä  —  Ju~\  -2d  =  0  durc" 
der  beiden  Invarianten  /  nnd  d. 

rch  den  Bezugspunkt  gehen  drei  confocale  F 
Halbaxeoquadraten  f,  ('  and  (".  Diese  Haibai 
irzeln  der  Gleichung 


A+»~rB+« 


demnach 

und  ebenso 

-  W  ~  Ä^B  (»'t"+-B«(('*")  +  B*8 <i)  +  B>) 
folglich 
Ax*-Bs*  -  j-L.  (2ö'(ff+U+fl)S(('t")+Ui+S»)5(()+^'+Bi) 

^»+5,»  -  UA  +  B)S(t)  +  S(t't")-\-  A*+B*+AB) 
ferner  ist 

also 

e*  =  4S(t*)  +  8S(t't")  +  12(A  +  B)S{t)  +  9A*+9A*+18AB 

und  demnach 

+  10S(('t")  +  18M*+B*  -^*S) 
folglich  auch 

~e@{A-B)*+ld(Ax*  +  By*)  -c*)  -  (_4S((i)  +  6U+fi)S(0 
+  10S(('t"j+18U*+iJ*  — JB)(2S(0  +  3(4+5)) 
Nnn  ist 

S(t'OS(t)  -  3«'t"+S((*(t'+(")) 

S  (()£(()  —  «((»J+afi^Y') 

S((»)S(()  =  5((Sj  +  S(t»(('+(")> 

-jBJ'  +  lS^^  +  Äy*)  — c»)  =  60tt'("+12S(t*('+O) 

~&S((»)  +  64(Jl  +  B)ß(('(")+54(Jl*+5*)S(0  +  MC'<,+J3*) 

1 

B){A*  —  Bf}  -  108«'("+54M+S)S{(r} 

+  54M,+B*)S(0+&4U»+fi») 
«kommt  man  für  die  kubische  Invariante  die  Formel 
d  —  l2S(('("(t'+«"))  —  8S(i*)  —  48öV 
diesen  Ausdruck  in  Factoren  zerlegen  zn   können,  ordnen 
selben  nach  Potenzen  von  t.    Demnach  ist 

-9^+3*,{t'+<")+3(  (('*+*"*— 4i'0-2(t'»-r-f"*) 

+st't"(i'+o 


'ottntial  t, 

i  f  freie 
">  -  (<*• 

fort  nun 
i   sogleic 

'  **" 
•  4/7{— 
„<  _/»- 

sstalt 

?((("))*• 

nng  der 
/  in  ein 
besteht. 

-')»+(' 
«r- 

-  -(2, 


e  Gleich 
'+«-2 


also 
dann  ist 
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In  dieser  Form  nun  liegen  die  Wurzelwerte  klar  vor  Augen.  Werden 
dieselben  mit  n,  u'  und  u"  bezeichnet,  so  erhält  man 

u    =2(2*  —  t'—  t") 

u*  =  2(2*'  —  *"—  0 

u"  —  2(2*"-  t  —  t') 
Ich  setze  ferner 

«  —  *'  —  *",    «'=**"  —  *,    tt'^t—tf 
«+«;+a"-0, 

/=       6(«2 +  «*+«"*) 

—      12(«'*+«'a"+«"2) 
4S(«'  —  «")  («"—  a) 

2z/  =  8H(«'  —  <*") 

u3  -f  4S(«'  -  a")  («'  —  «)  +  8Z7 («'  —  a")  =*  0 

u   —  2(«"  —  «') 

u'  =  2(o  —  «") 

u"  ■=  2(a'  —  a) 
Wird  schliesslich 

ß  ««"-a',    0'-«-«",    /S"  =  «'—  o 

gesetzt,  dann  folgt 

/ 4S(0'  0") 

2z/ 8/W 

also  auch 

u*  +  4S(ß'ß")u—8ßß'ß"  =  0 
oder 

(u  —  2ß)  (u  —  2jS')  (t*  —  2/3")  =  0. 


und 

folglich 

und 


b.    Auflösung  der  Gleichung  u3—  lu-\-2d  *=  0  mittelst  der 

Cardanischen  Formel. 

Ich  setze 

also 

u8  =»  3pg.u-}-(l>3  +  (Z8) 
oder 

u*  —  3pqu-(pt  +  q<)  -=0. 

Soll  diese  Gleichung  nun  mit  der  aufzulösenden  Gleichung  identisch 

sein,  so  muss 

3^-7 

und 
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*$*  — 

■ein.   Es  ist 
also 

nun 

(>'+iV-V»»-li'-f,>! 

(l'-«')'  -4<C-4(J;C 

demnach 

O^T*)'  "'-»"■ 

t=^-±V3r-(W" 

[olglich 
and 

p> j±VÄi=ii')' 

Wir  hatten  aber  gefunden,  dass 

i-12(«'*+ «'«"+«"») 

und 

^  -  4ff(*'-«") 
ist.    Weil  aber 

«"—  a  —  «'  +  2«",       «  — «*  —  —% 

so  folgt  auch 

<* 4(2.« +2</V  _  W'*— : 

somit  ist 

J»  _  16(4«*+ 12^*«"— 3«^«"'  -SSG^»-«"*  -  3*'*i 

Ebenso  folgt,  das« 

ist  nad  awjrfc  SKS> 
folg*** 
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^^=  ±12.V3«VV  +«" 


demnach,  wennman  inderFormel*--^-*-  nur  das 

rflcksichtigt, 

pi-So'S+l  2jV  3o' V+12o'*o"+12.V  Wo"*— 12«'«' 

Die  Wurzeln  der  Gleichung 

s8  —  1  «0 
eind 

a2*»,    et",    «1'» 
oder 

-l+.-ys         l+fV3 
"•  S         '  2 

nnd  wenn  man  die  Abkürzungen 

einführt,  bo  erhalt  man  für  dieselben  die  Relatione 

l+e+C'  =  0;     9+9'  +  ««'  —  0;     99'  = 

also 

1  *        1  .*        t  ,        .1  * 

-  =  9  i     -<  —  e  1    p*  —  ei   e  —  e;   p* 

Folglich  ergibt  sich 

p»  =  st«18 — 3«'»  ■"  e'+3«' «"» e  ~  </ 

oder 

—  St«18  —  3a'V«"+3«'a"V  —  < 
also  ist 

p»  =  2>(«'  -  9" «")«  =  2»  ?»<«'  e«  -  p« 

demnach 

p  =  2(«V  — *"p) 

Um  den  Wert  von  5  für  das  pos.  Zeichen  zu  erh: 
nur  in  der  Formel  ÖUpi  durch  — >  oder  was  dass 
9  zu  ersetzen.    Also  ist 


■  2(«'p-«V) 
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Bei  der   Berücksichtigung   des    neg.   Zeichens    in    der  Formel   für 

s*— a* 

— ö —  erhält  man  auf  ganz  ähnliche  Weise 

p  —  2(«y*— «V)  —  2(«v  -«v; 

9  -  2(«V-e'V)  -  2<«V-«"o) 

Es  ist  demnach  ganz  gleichgültig,   welches  Zeichen  gewählt  wird. 
Werden  nan  die  Wurzeln  der  aufzulösenden  Gleichung 


bezeichnet,  so  erhält  man  für  dieselben 

.    _,^fg  =  2(«'p»-«"H-«'p-pV')  -2(«'((,»+*)-'«"(e,+f)) 
2(*'-«") 

I    »'  =  pp-fV  -  2<«'p»-V«"+«V-e4«")  -  2(2«r'-«-((H-e4)) 

~  2<2«'-f-0")  =  -2(«-<0 

»"  =  jvM-s»  —  2(«y-nV+By— «V)  —  — 2(«"— «j 

I     oder 

u_2(«"-«');    »'-2(«-n");     w"-2(«*-«) 

I 

e.    Wurzeln  der  Gleichung  i-a<ßs  =  0. 

Die  gefundenen  Wnrzelwerte  der  Qleichnng 
t^— /J.+24  —  0 

sind  nach  den  gemachten  Substitutionen  mit  denen  der  Gleichung  3. 
des  f.  2.  durch  die  Relation 

r1  —  2äit— 4A" 

Terbnnden.    Zar  Vereinfachung  der  auftretenden  Formeln  fahren  wir 
folgende  Abkürzungen  ein: 
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,     (A+t)(A+f)u+f)      vi*r* 

UEd 

A(A—B)                  A(A—B) 

s       (Ä+OtB+OC-B+O       mV'*"* 
B{B—A)                  B{B—A) 

dem  oach 

Xi'l"                               (*(•>" 

y  a  Vu—b)  '    **    V  *  Vm  — *> 

Mittelst  dieser  Abkürzungen  lassen  sich  nun  d 
gegebenen  Cocfficientcn  der  aufzulösenden  Gk 
Weise  darstellen: 

ä-3{A—B)  —  S(\*-n1 

3(UT 


c  -  2(B*+j,*+a»)  +  (4  +  ZJ)  _  2S(t) 
=  S(i" 

rf__8(y4*+*yB»)-.-*^g; 

4  —  914—3)  =3(A»--ft*) 


C"  =ä8<— 40*  6  «l+6ä  6*e-  36' 
-1— B  —  1*—  (»*  =  i'»  _,»••=  i 

asst  sich  (4  — ü)*  anf  die  verschiedenst 
ein  Mittel  an  die  Hand  gibt,  in  den  : 
metrie  herzustellen. 

ist 

A~ß)(28(l)+3(A  +  B))~:r^BHX' 


'"+c"') 


•(•'V"') 


l'V'-e'V"') 


ifortscuritt  nicht 
;  3.  des  §.  2.  er- 


<') 


n  Ausdruck   be- 
infacb  durch  Ac- 


■+(■"■) 


•-eV"» 
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d.    Probe  fttr  rr'r"  — ABT. 
B"  wurde  früher  durch  den  Ausdruck 

ß"—  öPd— äfc-f-6" 

definirt.    Wenn  wir  nun   hier  für  die  Elemente  die  uf  Seite  SöL 

angegebenen  Werte  einsetzen,  so  erhält  man 

B" 27(J4-B)l(ll'i"+^^>")+27V(^::S)("'i''-Wi>OS[lHfI) 

-OTüri(u'i"-'*'''''",s 

oder 

wo 

I  =  -(J-«)'+(J-ü)'S(l"+|.')-J(l'l'P+S|i'f',f",l 
and 
Jf M  — £)*-(.!  —  B)*S(Aa +  (.»)  + 2(31"  l-<  *"*+(»*  ji'*^) 

ist    Vertauscht  man  in  der  Formel  für  L  die  1  mit  den  ■  ,  also 
1  mit  i*,  80  geht  dieselbe  in  den  neg.  Wert  Ton  M  ober. 

'ir  hatten  früher  gefunden,  dass 
'W+»>)  =  <J'+,')<l'>-«,'«)<»™-»"») 

+2(1"  -  |i")  (1«  »">  -  »■>  ."») 
ilglich 

-(»•  -  •■)(!«  -  »«Xa">  -  »"»>  +  (»'  +  W  -  CW  -  •"■) 
(1>—  »")  (1"  1"» — f1»  »"•)  —  »(»■  »«!"•+  8»«  •''  (!"•) 

-2<»'»V'+su'»V')) 

amnach  anch 

M—  2(l"l»»""+S(»>a''l"S) 


tft£=Bjl0  »*»"■»  «.y-mv  »•»  •>"•+•  •>"«  ry  i«  n 


-1'1'ltW  »V*» 


^ 


Der  eingeklammerte  Ausdruck  verrat  nun  sogleich  seine  Factoren, 
und  man  erhalt 

oder 

wenn  P  ein  Product,  fortschreite  od  nach  den  Accenten ,  bezeichnet 
Es  ist  also 

ms  eine  vollständige  Uebereinstimmung  mit  dem  Product 

rr'r" 


Die  Wurzeln  der  Gleichung   r3*2  —  0    werden  nun  schliesslich 
durch  die  Formel 

„-»+„-_  _K,.+r.+r», 

bestimmt,  in  welcher  für  die  r  die  auf  Seite  343.  angegebenen  Zoi- 
chen  Kombinationen  zn  Hetzen  sind-  Lost  mau  nun  dieselbe  nach  ä> 
auf  und  setzt  die  abkürzenden  Elemente  ein,  so  sieht  man  sogleich, 
daaa  sich  die  drei  andern  Wurzeln  durch  Entgegensetzung  je  zweier 
P  ableiten  lassen. 

Es  ist  nun 

a  =  3M  —  B) 

_      3tU-r-ftf*>") 

demnach 

SM— £)*=:  -7=1= -^(UT-as'»")-    ,-? X 

'  Y(A-B)  PP  P  V(A—B) 


nach  der  obigen  Bemerkung  die  drei  andern 

(i+rt(i'+iO(r-iO 

H-B)l 

(>+«.)  (r-iQ  («■•+»•) 

"  -  (Ä-B)t 

„.   (i-rt(i'+rt y+n*) 


§.  1.    Directe  Auflösung  der  Gleichung 
«M-O. 


dass  die  aufzulösende  Gleichung  in  dar 


A  —  B 

UVA,+  ii/B,), 


^«+1  _0 
ben  werden  kann, 
telflt  der  Abkürzungen 

3S-«.  US—  Sä—«. 

sich  Don  die  Coordinaten    des  Bezugspunktes   auf   folgende 
ichreiben 

(A  —  B)     ,       ..  A—B..      ..    .   . 

— jj—  coiecolCcOBij;     y  —  -?Tg-]\n*W  [wy 

ist  also 

('  —  ("  =  (C0(a£— C0831J)(J  — B) 
("  — (    -  (CQBa1J  —  »!**)(■*  —  ■») 

il  *  —  ('  pos.  ist,  80  folgt 


Wenn  nnn  die  Wand»  der  ufnlöee» 
0"  beieich>et  werden,   so  hat  m  : 

Gleichungen 


££!»<*,*',*",**)  -  l 

welche  nach  Einsetzung   obiger  Abkll 

nehmen : 

P,  —  4(cof  «coJJcobij  —  i'fiit» 
P,  =  2(cof»*+fia*i+c(Pl»£4 
Pa  —  4(cof«coffc©Bij-|-ifitii 


Wir  fahren  weiter  folgend    AbkörznDj 

a  =  «J=COft-f  fi«*;       «"  ■ 
V  =  &*  —  ew  ij 
also 

co|.  ->(•+;);  c/t-i(*H 
|i..-j(.-?h  •  j-  ,(V. 

folgbei 


360  Bigler:  Potential  einer  tüiptU&en    Watte. 

Diese   Gleichungen    Dun    offenbaren   die  Wurzelwerto   sehr  deutlich. 
Dieselben  sind; 


* 

=  jr- 

«'+£-•* 

&■ 

_££. 

-  e-»+C+* 

<X>' 

-V- 

«»+*i-e 

Woi 

<p* 

* 

—  (-*-*- 

"i 

Ya—b  " 

=  co|i 

■> 

-  ffnii 

ys^rz» 

=  «!£; 

Va—b" 

-ffat 

—  conti; 

y^— b 

—  iBinij 

also 

l 

■j 

^^  =  cof«- 

flu 

=e-i 

y^ 

=  co|£- 

int  —  b-1 

Va—b 


Ya—b~ 


ist,  so  stimmen  die  erhaltenen  Wurzelwerte  mit   den  anf  Seite  368 
inen  überein. 


5.    Auflösung  der  Gleichung  r*Q*  —  0  durch 
geometrische  Betrachtungen. 

•'  und  p"  Heien  die  Abstände  des  Hittelpunktes  von  den  drei 
ngsebenen  der  durch  den  Bezugspunkt  (x,  y,  *)  gehenden 
ia  Flachen  mit  den  dritten  Halbaxenqu&draten  (,  t'  und  f. 
ltuogacosinusse  dieser  drei  Perpendikel  seion  a,  ß,  y;  «',  ß', 
i",  /'.    Aus  der  Theorie  der  confocalen  Flachen  folgt  aber, 


"  A+t'      p  ~  B^t 
p'*    .     (,,      p'y 


y  =  ^ 


,  g*  .    y-_  py   .    j.Ätf 


ist  Durch  den  Bexagspnnkt  werde  e 
denen  Axen  den  Perpendikeln  au  d 
rOhmngKbenen  entgegengesetzt  paralle 


in  den  nenen  Coordinaten,  welche  mit 
sollen,  dargestellt  werden.  Wenn  nun 
eines  freien  Punkten ,  bezogen  auf  dt 
man  fflr  dieselben 

J—  «e — (•»+«'*'- 

r-t-tfH-jv- 

demnach  ist 

X*  =  a»-(-S(B*«»)—  &£{. 
und  ebenso 

Z*  —  «"4-  Sty1**)  —  2*S(y 

Werden  diese  Werte  in  die  obige  Glel 
Coordinaten  mit  ü  bezeichnet  werden 


a-•EÄ-I+s(•'^i)-it', 


Et  ist  aber 
ferner  sei 

*                    "      1 

•In 

(Ä+IIFU  +  m)       U  +  «T 

ud  fnr 

i^-rU  +  O+O-i 

ist 

J  =  —  <-t 

_* ■*    /        ' 
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folglich  ist 

a-  —  -    f= - n        - 


U+Q>(A+»)        (^  +  ,)i(„_,)       (^  +  ,)  („_,)>  +  (/|+„X^_,jJ 


somit 


_-J-.E-J^4.J_2_^_         '       T     *' 
("-')'    M+»V«-i    (<t+i)'    (•-i)»i(Ä+5 

=     '      ,_!L+J_1_J_ 
(u— ()»      04-t-ur«  -tp*       (w-t)* 

also 

Ji !* E!_  r  Ju_  j S_  _  _£l_ 

*    u+y'M+«)     («-»■  ''^+«  +  »_,     („_,)■ 

wo  dem  nach 

ist.     Wenn  das  Zeichen   [  ;   den  Coofäcientea  des  eingeklammerten 
Elementes  bedeutet,  so  hat  man 


Ferner  ist 


_2£«     __2JB 


g*g 


und  tetzt  man 

± t_+_ 

(A+u)(A+l)       (A+»)^(A 
■o  ergibt  «ich 

f — .    und    O-  — 
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Bigler:  Potential  einer  elliptischen    Walzt. 


Jt 


--2.-^    JL^e 


u-f    «-«" 

Jt 


—  2. 


u—t"    u  —  t 


E 


9.-Z-.JL-B 

u — t   u  —  r 


Die  Gleichung,  in  den  neuen  Coordinaten  ausgedrückt,  erhält  somit 
die  Form 

odee  auch,  weil  der  eingeklammerte  Ausdruck  ein  vollständiges  Qua- 
drat ist 

Setzen  wir  diesen  Ausdruck  gleich  null,  so  erhalten  wir  je  nach  dem 
Werte  von  u  die  Gleichung  eines  Ellipsoides,  eines  einschaligen  oder 
zweischaligen  Hyperboloides.    Die  Gleichung 


8 


2 


8 


"8 


ist  die  Gleichung  eines  Kegels,  dessen  Spitze  im  Ursprung,  also  im 
Bezugspunkte  liegt,  während  das  Polynom 

i±  J£ L    PJ-itl o 

1  +  u  -  t  +  u-i' +  t*-<"  —  ü 

eine  Ebene  darstellt  Die  Fläche  Sl  — « 0  berührt  somit  den  Kegel 
in  seinem  Durchschnitte  mit  dieser  Ebene.  Derselbe  ist  demnach 
Tangentenkegel  der  Fläche  und  die  Ebene  ist  die  Polarebene  des 
Bezugspunktes.  Für  u  —  0  stellt  aber  die  Gleichung  &  =■  0  das 
abgeplattete  Ellipsoid  dar,  dessen  Coordinaten  den  Bedingungen 

-X1  .    Y*  ^  €      „      „ 
-r  +  F<l;    Z  =  0 

genügen;  folglich  ist  die  Gleichung  des  Kegels,  dessen  Spitze  im 
Bezugspunkte  liegt,  und  dessen  Directrix  die  Focalellipse  ist, 


3*    .     8* 


■Pt 


-+_  +  ?r==o 
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eil  sieb  nun  2  Kegel  zweiter  Ordnung  in  einer  Curve  tod 
ter  Krümmung  schneiden,  die  von  einer  Ebene  glso  in  4 
^  geschnitten  wird,  so  sieht  man  sogleich,  dass  das  System 
ei  Gleichungen  i  verschiedene  Lösungen  hat. 


X  —  x-~a*  -et'*'  —  tt"t" 
ach  Einsetzung  der  Werte  für  die  Richtungscosinusse 

*-(l-*fe)) 

)il 
ich 

entsteht  nun  die  Aufgabe,  die  Werte  für  y .     =3-, 
m  System  der  Qleicbungeu  darzustellen, 
is  den  beiden  Gleichungen 

<•?+<'£+<"£ -° 

r+T+r  =° 


7 -/•*(<'-<");    ^  —/"»<<"— Oi    5?-/V— O 


einen  noch  zu  bestimmenden  Factor  bedeutet 

in  ist 
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«- 

l')(I— 1")   ' 

<■' — p 

oder,  wenn 

man  die 

Abkürzungen 

a  = 

=  ('—*"; 

«'=!"-l; 

«"— i 

gebraucht, 

B+.'« 

-i   c"-- 

-<  +  ■' 

'  =  r»; 
l'V'f 

folglich 

!>'■■ 

lt  „i 

Unsere  Aufgabe  verlangt  aber  nnr  die  ei 
fiir  dieselben  sind  nnn  folgende  Zeicheno 


1 

+ 

+ 

2 

+ 

+ 

3 

+ 

— 

4 

+ 

— 

5 

- 

+ 

6 

- 

+ 

8 

_ 

_ 

Alle  dieae  Combinationen  müssen  aber  ; 
nagen ,  durch  welcbe  auch  der  Factor  / 
Combination  erhalt  man 


S68 
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1  — 


oder 


-7===,  («Afi  +  ttUy  +  a" A>") 


o 


wo 

ist,  und  für  die  8. 


1  i 

L 


also  gleich  dem  entgegengesetzten  Werte  der  1.  Combination.  Dem- 
nach   liefern    diese    beiden  Comb,    für   die   ersten   Potenzen  von 

pa  • 

—  dieselben  Werte.    Ebenso  kann  man  zeigen,  dass  2  mit  7,  3  mit 

6  und  4  mit  5  zusammenfällt,  so  dass  es  im  ganzen  nur  4  ver- 
schiedene Combinationen  geben  kann,  welche  nun  die  4  Wurzeln  der 
Gl.  (P2r8  =  0  liefern.    Diese  4  Comb,  sind: 


1' 
2' 
3' 

4' 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 
+ 


Man  sieht  ferner  sogleich  ein,  dass  die  zweite,  dritte  und  vierte 
aus  der  ersten  durch  Entgegensetzung  je  zweier  p  abgeleitet  werden 
kann.  Wir  suchen  deshalb  nur  die  Wurzel,  welche  die  erste  Com- 
bination liefert,  und  leiten  aus  derselben  durch  Entgegensetzung  je 
zweier  p  die  Werte  für  die  andern  ab. 


Es  war 


ferner  ist 


demnach 


oder 


AxS 


P» 


(A+t).t 


k  k1 k" 


yAV{A-B) 
yfAY(A--B)     hk* 


k(ia 


VA       hY(A  —  B) 


S(*klk"p) 


Um  den  Wert  von  Y  zu  bekommen,  hat  man  nur  A  mit  B  zu  ver- 
tauschen, folglich  auch  die  k  mit  den  p.    Demnach  ist 


BifUr:  Ak 

IT    __ 

and  also 

Weil 

('—  l"  - 
ist,  so  folgt 

S(l'-l")(l|>>"+l'»'»-('"- 
+C-OW 
-(<"-l)U« 

Nun  ist 


u+r.A+t\    |i"'.i>|    I 


-  <.(-B> 


slso 

M-iO(t-n  =  (»-•(.' 

und  ebenso 

(A-m'-t)  -  av 

folglich 

-d-i-Xl-  -ryi-p-U~,  - 

■«1 

(t"-«XV-i>"-  -»-,-- 

=<«■>-«»>">•;* -<»r>-. 

Vcm  ■■■  ä  äBSE  Aawro*i 
tt'— 1«''  i*'-T<#' — J'  -**(- 
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so  ist 

A'  **'  -  A >' '—  (*'*  -  A"2)  =  i(  A"2  -  2  A  >"+  f*"1  -  *'2  +  2A>'  -  **'*) 
demnach 


oder  auch,  da 


ist 


A-B  -  A'2-^  -  A"2  —  ^ 


-(A'-^')2^-,*"2)) 

und  wenn  wir  noch  den  Factor  (A"~  fi")(A'—  ja')  aus  der  Klammer 
herausnehmen,  so  ergibt  sich 


i«    .. f\f\"    .."> 


h(A-B)ie<9 (A^ -  A V)(A>-A^')(A>V  -  A'>')(A  - f*)(A'-  f»')(  A'W') 


h=*  S(aXii) 


Es  ist  aber 

und  weil 

a  _  f-i*-  (^+|-)-(^r  +  |^  -  A'2  -  A"2; 
«'-A"2-A2:    «"=A2-A'2 
so  ist  auch 

h  -  (A'2  -  A"2)  A  H- (A"2  _  A2)  A'  f»'+  (A2  -  A'?)A>' 
folglich 


'..# 


(^  -  ä)ä  =  (i'8  -  i'^xi"2  -  f»"*)  v + a"2  -  w2  -  **>*> 
+(i«— i'^a*— ^av 


ferner  ist 


(i'2-r»)(i"2-ji"2) 


1*  i"* 

i»2_^"2,   1"2-/'2 


i'2  l"2 

i'»-K2,   i"2-/'2 


-  *'2,  -  p"2 


demnach 


(A  —  B)h 


A2,  Afi,  ^2 
A12,  A>#,  f*'2 
A"2,  A>",  **"2 


«Her  auch 


J'-(»+6) 

- 

l"-(«+6) 

1»!_(„+J) 

i'-(«+i)iM 

»"-(o+»)»>' 

l"> 

-<•+»)!"(. 

ist,   so    können  a  nud  fr  so 
dritte  Glied  der  ersten  Spal 


und  für  diese  Werte  bekomi 


--M'  "  IM 
1  *.  k  II  i 

Die  erste  Worzel  der  Gleicb 


ist  demnach,  and  dem  zufolg 

(l-).)a'-/)U"-) 

^       tf +H)q'+rt  (!"• 

Wie  in  §.  4.  Seite  360  werd 

gebrauchen    nnd  schicken  n> 
«*+!-*»  der  Gleichung 

zur  Bednetion  des  Potential! 
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ne  in  Bezug  auf  t,  f,  t"   symmetrische  Form,  die  wir  Normal- 
heissen  wollen,  zn  verwenden. 


6.    Herstellung  des  Potentials  der  Ellipse  nach 
der  ersten  Methode. 

'ach  dem  Vorhergehenden  ist 

—  (A— B){9— e'-t+^)(*— aC-'+*[)(0— «-»-£-*!)(*_  e*+:-T) 

nach,  wenn  wir 

i_  (<»_ «»-C+öJJf*—  «(-(+■<>)  (0  —  e-'-t-'^f*  —  e»+C-*t) 

40*r*  =  (^  —  B)&* 
^—5     ß» 


nun  9  von  0  bis  2n   lauft,   so  durchlauft   #  =  er   in  pos. 
mg  den  Eiaheitskreis,  und  «eil  r  als  Function  von  f   auf  dem 

i  Wege  pos.  ist,  so  muss  auch  ^  dem   Einheitskreise  entlang 

ein,  was  sich  auf  folgende  Weise  zeigen  lässt 


*P  =  ii»-t+%<P+fl))-t('-t-i(.v-v)) 
-E+*  —  el(*-C+'(?+<!H-l(«-:-«t9-5])_et~C+*i! 


-2«  fi«  V  2    +'     2    ,1 

-2«  fh.r 


_!+?+,*=» 
j^-,-*       »+•»»• 


—  2«  (ini. 

2  pnÄ' 


—  —  2e  " 


nad  demnach 
oder 

Weil  unn  ^  nnd  A'  und  ebeuo  £  ui 
Audruck  rechter  Hind  sicher  po».,  tl 
oder  neg.  sein;  allem  da  r  pot.  an 
0  pos.  aufge£«Mt  werde«,  «ad  es  ist 

r  — -2- 

ferner 

■ho 
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und  ebenso 


p+»      V  P~  *  l+««-H-»J 


O-e-,-1-*,  _  _!+•— "«-*  /        .1- «"'-«-* 


P+i 

und  wenn  man  nun  das  Product 

(1  +  c-H-C+a?  j  (1  _{_  e«-c+«?)  (i  +  „M-c-Ap)  (i  -f^-«-;-*) 

abkürzend  mit 

I7(l-f0-'-K+«j) 
bezeichnet  und 

.1— «*— ^Z?  *  -  /*—*—•>» 


a  =  —  t 


setzt,  so  folgt 


"  ~  *  1+^=^  "  _  tt0llfl(        2— V 


wenn 


_  J7(l  +«-*W) 
i>»  =  (p_a)(p_a')(p-6)(p— 6'). 


Die  4  Wurzeln  der  Gleichung  P*  =  0  sollen  im  Folgenden  noeli 
näher  untersucht  werden. 


Bi,U,.  «*— 1  Aw  *** 

.-«-m 

„.(trfciä)     ^(^*J+, 

--i(!=^--iC-ffHl- 

leb  mnltiplicire  nun  Zahler  und  Nennei 

-f(^«.|+di.( 

dann  ist  der  Zähler 

Z  = 

^■-'M^IK 

cra|.               sin|            I  iia ]j 

_  ->"(t!)-"»<t?)  »<C?r 

+i|u(^)»l(^)(*,'+~ 

-ri.j~|+.WfO",('7s) 

nod  in  Scaaor 

/     /«--?       ■       -    /*  -f 
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SUl1J  +  *fht(«  —  J) 


a 


C08iy4-C0f(«  —  t) 

und  demnach 

^siniy-tfinfr-t) 

und  weil  sich  die  Wurzel  b  aus  der  Wurzel  a  durch  Vertauschung 
von  t  und  17  mit  —  f  und  —r\  ableiten  läset,  so  ist  auch 

h siniy  +  »Pn(6+{) 

ö      cos  3+ cof  («-fö 
und 

y=__Biiiiy+t|fa(g+{) 
cosi?-fcof(«+£) 

Aus  diesen  Formeln   ergibt  sich,  dass  mod  (recp d)  >  mod  (recp  a) 
und  weil 

fUt(«+ö  Rn(£-£) 


cosi/+cof(£+Ö     cos  iy  +  cof  («  —  J) 

_Pn(g+g)cof(g-£)~cof(g+C)ffw(g-0 

""       (COS  1?+  COf  (€  +  J))  (COS  1?  +  COf  («  —  £)) 

,   co8iy(fin(g+S)  —  fin(g  —  fl) 
+        ( ) 


+ 


cosi?+cof(«+£)     cosi/+cof(c  — £) 

ftn2f+2cof«finfcosij 


(cos  1? + cof  («  -f  Ö)  (cos  t\ + cof  (e  —  f)) 

also  positiv  ist,  so  folgt  auch 

imcpa  <imcp& 
Ferner  ist 

sin**?  -f-  Bnf(«  —  t)        cos  2t? + 2  cos  i;  cof  («  —  J)  + 1 


1  — 


(COS  r\  +  COf  (€  —  f))f  (COS  1J  +  COf  («  —  ö)1 

2  cos  17  (cos  iy +  caf  (c  —  Q) 
"       (cos  17  + cof  (6  —  0)* 

2  cos  17 


und  weil 


so  folgt 


cosi?+cof(£  — t) 


cos  1; ^    _       cos  17 


CÖ8^+CÖf(i  —  ö  ^  cos  1 -f-  cof  (t  + 1) 
moda<mod&<  1 


Dod  somit  liegen  alle  4  Wnrzeln  innerbi 
dt*  Kreises  durch  die  4  Wurzeln  werdo 
mit  m  bezeichnet;  dann  hat  man 


ferner 

„"  -  (4-«)(i 
demnach 

oo' — W—  (a+o'—  J 
folglich  '»»■ 

B,=  a+a'-i  — 6*  ™ 
wo  also 

L  —  «+<.'— 4- 
Ntm  ist 

and  * 

6+J'=2.r«pi 2^ 

demnach 

2siaqM('+fl+arf(t-£) 

"    (»f(l-0+COS1,)(Mf(l  +  J 

4m»j(Mfifl 

=  (enfiOTj+coaij— ^a<|ioft( 

JsJnfcoTteBfe+coa<;) 
—  (cof«orf  f+«,8.|)s— fiB*«fin: 

43Jnif(,eoftci)f£4-c. 

i  (Coj2«-i-coi  2ß  +  2coa  n  a>\  i 
also  ist  X  positiv.     Femer  ist 


<=y"-S)  „,( 

_  wf_^e  —  fl  —  coaiy 
«ff*  —  fl-t-«wij 
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und  durch  Vertauschung  von  rj  und  f  mit  —  r\  und  — £  erhält  man 
hieraus 

w  —  cof  (*  +  £)-  cos»? 

folglich 

aa'"" W  =  (cof  *  cof  H-  cos  17)*-  ftn*  £  ftn*  t X 

cof  (*  —  £)  —  cos  17 .  cof  (s  —  f) + cos  1J 
cof  (*+£)  — cos  17.  cof  (€+£)+cosiy 

(cof  t  cof  f + cos  1?)*  -  fin*  e  ftn*  f  X 

cof(«— ß.cosiy       1. — 1 
cof  («+£).  cos  17        1.     1 

4  ftn  g  ftn  f  cos  17 

""       (cofecoff+cosij)*— fb*ifkn*t 

Der  Mittelpunkt  des  Kreises   durch   die  4  Wurzeln   wird   demnach 
durch  die  Gleichung 

flngfingcosiy 
m  ™*  ~~  (cof  «cof  f  +  cos 17) sin r\ 

bestimmt.    Derselbe  liegt  also  auf  der  R.  L.y  westlich  vom  Ursprünge. 

Um   einen  richtigen  Einblick   in   das   Wesen   der  Substitution 

<&  —  1 

p  =  —  i qi*    zu  erhalten  und  um  aus  derselben  unmittelbar,  also 

ohne  Hülfe  von  tang  0 >  den  neuen  Integrationsweg  zu  erkennen  und 
um  auch  dem  Verständniss  der  zweiten  Art  der  Behandlung  der  Re- 

duetion  des  Integrals  VäB  /  —  in  die  Normalform  entgegen   zu 

•/  r 

kommen,  stelle  ich  noch  folgende  Betrachtung  an. 

1.    Abbildung  der  innerhalb  und  ausserhalb  eines  beliebigen 
Kreises  liegenden  Teile  des  x  Feldes  durch  die  Function 

1 
x  —  a 

Die  Strecke,  welche  den  Pol  a  (Fig.  2.)  mit  dem  Punkte  x  ver- 
bindet, wird  nach  Grösse  und  Richtung  durch  die  Zahl  x—  a  dar- 
gestellt.   Die  Zahl t  welche  mit  y  bezeichnet  werden  soll,  kann 

X  ~ "■"  u 
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durch  einen  Strahl  dargestellt  we 
ciproken  Werte  von  mod(x  —  a)  i 
—  <p  vom  Ursprmigo  abgeht,  wer 
zeichnet  wird.  Der  Punkt  a  Amt 
Um  auf  der  y  Ebene  das  Bild  di 
Tom  Ursprünge  aus  unter  den  1 
Strahlen  nnd  trage  auf  denselbei 
(*-<.)  ab. 


Es  sei  als 

0 

oq' 

—  aq' 

*'=h- 

u.  i.  f.    Weil 

nun 

«f.a, 

so  ist  anch 

1 

oder 

w 

die  4  Punkte  p',  q',  p",  q"  liege 
ist  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  aac 
y  Felde  auf  diesem  Kreise  liegen 
von  p  ans  in  pos.  Richtung,  so 
ans  in  neg.  Richtung.  Diese  so  < 
lege  ich  um  die  R.  L.  am,  nnd  t 
der  Variablen  y  in  demselben  Sin 
den  gegebenen  Punkt  durchlauft. 
anf  folgende  Weise  bestimmen. 

Der  Radius  des   gegebenen  1 
Pole  a  bis  zum  Mittelpunkte  wer 


also  Mittelpunkt 


2U-» 


Man  denke  sieb  nun  die  z 
mit  dem  gegebenen  den  Mittelpu 
dieselben  die  erhaltenen  Formel 
«  und  n»  sind  für  alle  Kreise  con 
Weil  nun 


r  tlliptUchtn    Waiie. 


m*  —  n*  nt'  +  u*  m*  — w»  2mm 

da         "(m*  — n")*'  ~    otn  (m*  — n*J* 

so  nimmt  sowohl  der  Radius,  als  auch  der  abs.  Wert  des  Mittel- 
punktes mit  wachsendem  n  zu  und  weil 


(„l_Bl)i      (««_„*)»       («"-«!)■       (m+n)» 

so  ist  die  Zunahme  des  Radius  grosser.  Alle  Kreise  auf  dem  x  Felde, 
welche  innerhalb  des  gegebenen  liegen,  geben  auf  dem  y  Felde  wieder 
Kreise,  die  aber  alle  innerhalb  des  Kreises  /'  liegen;  somit  ist  das 
Innere   von  /'   Bild    dos  Iuneron   des   gegebenen  Kreises   nnd   der 

Mittelpunkt  b  bildet  sich  im  Punkte ab.  Mit  wachsendem  n  ent- 
fernt sich  der  Mittelpunkt  des  BildkreiBes  immer  mehr  vom  Ursprünge, 
bis  er  für  n  —  m  in  unendlicher  Ferne  liegt  und  weit  für  diesen 
Wert  von  n  auch  der  Radius  unendlich  gross  geworden  ist,  so  geht 

der  Kreis  In  eine  Gerade  AB  über,  welche  in  der  Entfernung  5- 
auf  der  Linie  der  Mittelpunkte  senkrecht  steht.  Der  Teil  des  y  Feldes, 
welcher  zwischen  dieser  Geraden  nnd  dem  Kreise  I'  liegt,  ist  also 
Bild  des  Kreisringes,  welcher  von  dem  gegebenen  und  dem  durch 
den  Pol  a  gehenden  Kreise  gebildet  wird.  Die  Mittelpunkte  derjeni- 
gen Kreise  nun,  deren  Radien  grosser  als  m  sind,  werden  durch  die 
Formel 

M  =     ,"    ,  e— (■+«) 

bestimmt.     Sie  liegen  auf  eiier  Geraden,  die   unter   dem  Azimute 
—  («  +  *)    vom  Ursprünge  abgeht,   also    auf   der  Rückverlängerung 
der  Linie  oä.    Der  Kreis  II  z.  B.   ist  Bild  des  Kreises  durch  t  auf 
dem  x  Felde.    Weil    ,  _-  -g  >  -j-^z — »•    so    schliessen    alle    diese 
Kreise  den  Ursprung  ein,  welcher  selbst  Bild  des  Horizontes  wird, 
eil  des  x  Feldes,  welcher  ausserhalb  des  Kreises  durch  r  liegt, 
sich  in  das  Innere  des  Kreises  II  ab.    Diese  Betrachtungsweise 
st  die  Abbildung  des  x  Feldes   für  alle  Lagen  d     "  ' 
lerselbe  mag  also  ausserhalb,  innerhalb  oder  auf  d 
liegen.    Liegt  der  Pol  a  ausserhalb  des  gegeb 
.et  sich  derselbe  wieder  als  Kreis  ab,  und  das  Inn 
d  des  Inneren  des  gegebenen  Kreises,  wahrend 
es  Übrigen  Teiles  des  x  Feldes  ist.    Liegt  der  I 
erie  des  Kreises,  so  ist  eine  Gerade  Bild  dessei 
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Innere  bildet  sich  anf  der  einen ,  und  das  Aeussere  auf  der  andern 
Seite  derselben  ab.  Liegt  der  Pol  a  schliesslich  im  Innern  eines 
Kreises,  so  ist  das  Bild  desselben  wieder  ein  Kreis,  und  der  Teil  des 
x  Feldes,  welcher  ausserhalb  des  gegebenen  Kreises  liegt,  bildet  sich 
in  das  Innere  desselben  ab,  während  das  Innere  sich  ausserhalb  ab- 
bildet Io  allen  Fällen  ist  der  Horizont  des  y  Feldes  Bild  des  Poles, 
während  der  Horizont  des  x  Feldes  sich  im  Ursprünge  abbildet. 
Wir  wollen  noch  einen  analytischen  Ausdruck  ableiten,  welcher  die 
Bilder  auf  der  y  Ebene  ebenfalls  offenbart.  Der  Pol  werde  mit  a 
bezeichnet,  der  Mittelpunkt  des  Kreises  mit  dem  Radius  n  sei  b  und 
seine  Entfernung  vom  Pole  m.  Wenn  nun  irgend  ein  Punkt  dieses 
Kreises,  bezogen  auf  den  Mittelpunkt  als  Ursprung,  mit  x  bezeichnet 
wird,  dann  ist 

1  1  g-<« 

V  ""  x  +  b  —  a  a  neil«+9)+mei"  ""  m+n^9 
also 

ne~to    /n-{-me*9\ 
=  ~~  ro*-—  n*  Xm  +  ne'vJ 

ro*  — n*  '\m-t-ne*9  ) 
folglich 

^  ""  m*—  n*        m* —  n*  \  tn-\-ne?9  ) 

Weil  nun  der  abs.  Wert  des  eingeklammerten  Bruches  1  ist,  so 
durchläuft  nach  dieser  Formel  y  einen  Kreis  um  den  Mittelpunkt 

-b =  mit  dem  Radius  —3 §  t  wenn  q>  von  o  bis  2n  läuft.    Liegt 

der  Punkt  a  auf  der  Peripherie  des  Kreises,  so  ziehe  man  durch 
denselben  einen  Durchmesser,  und  der  Winkel,  den  irgend  ein  Strahl, 
dessen  Länge  r  sei,  mit  demselben  bildet,  werde  mit  q>  bezeichnet; 
dann  ist 

V  "  ;?<5Rj  =  J^*"*  -  SS  (cos y- »sin  V) 

Nun  ist 

r  =—  2ncos<p 

also 

e-ia 

y  ="2^1— »tangy) 

Diese  Formel  stellt  nun  aber  eine  Gerade  dar,  welche  auf  einer 
andern  Geraden,  die  unter  dem  Azimute  — «  vom  Ursprünge  abgeht, 

in  der  Entfernung  <r-  senkrecht  steht 


^j 
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2.    Abbildung  der  innerhalb  and  ausserhalb  des  Einheitskreises 
liegenden  Teile  des  x  Feldes  mittelst  der  Formel 


-*(M) 


x-l 
Zum  Zwecke  der  Abbildung  gebe  ich  dem  Ausdrucke  —  «^ttj 

die  Form  —  tll— r-r~|  —  —»  +  »«— s — •     Liegt  nun  x  auf  dem 

\        1  +  xJ  ^   1  +  x 

Einheitskreise,  so  wird  <c+l  durch  einen  Strahl  dargestellt,  welcher 

den  Ursprung  mit  einem  Punkte  des  Kreises  verbindet ,  welcher  mit 

dem  Radius  1  um  den  Punkt  1   beschrieben  wird.    Durchläuft  nun 

x  vom  Punkte  1   aus  den  innern  Rand  des  Einheitskreises  recht- 

2 
läufig,  so  durchläuft  nach  dem  Vorhergehenden  — nnr  die  Südhälfte 

einer  Geraden,  welche  auf  der  Realitätslinio  in  der  Entfernung  1 
senkrecht  steht,  in  südlicher  Richtung,  durchläuft  dann  die  Osthälfte 

des  Horizontes  rechtläufig  und  kehrt  über  die  Nordbälfte  der  Gera- 

2 

den  zur  Realitätslinie  zurück.     »  — rr  umläuft  dann  in  pos.  Richtung 

X  "*T~  X    . 

das  ganze  Gebiet,  welches  nördlich  der  Geraden  liegt,  die  in  der 
Entfernung  i  auf  der  lateralen  Axe  senkrecht  steht  und  schliesslich 

2  /x  —  l\ 

umkreist  —  *+*~X"T  oa*er  — » (     i  J  vom  Ursprünge  aus  in  pos. 

Richtung  das  ganze  Gebiet  nördlich  der  Rcalitätslinie.  Das  x  Feld 
wird  nun  durch  den  Einheitskreis,  die  Realitätslinie  und  die  laterale 
Axe  in  verschiedene  Teile  geteilt,  die  einzeln  abgebildet  werden  sollen. 

Kreis  I  des  x  Feldes  stelle  den  Horizont  dar,  Kreis  II  sei  der 
Einheitskreis ,  und  III  der  Kreis  durch  die  4  Wurzeln  «,  f>,  etc. 
Ebenso  sei  IV  der  Horizont  des  y  Feldes,  V  der  Einheitskreis  und 
IV  der  Kreis  durch  die  4  Wurzeln  a,  b,  etc.  Die  entsprechenden 
Wege  beider  Variablen  x  und  y  seien  mit  den  kleinen  Buchstaben 
a,  6,  <?,  etc.  und  die  entsprechenden  Gebiete  beider  Felder  mit  den 
grossen  Buchstaben  A,  2?,  C  etc.  bezeichnet.  Durchläuft  x  den  innern 
Rand  des  Einheitskreises  vom  Punkte  1  aus  in  pos.  Richtung,  so 
umläuft  die  Variable  y  vom  Nullpunkte  aus  die  ganze  Nordhftlfte 
des  y  Feldes  in  pos.  Richtung.  Ferner  ist  der  Rand  der  Südhälfte 
des  y  Feldes  Bild  des  äusseren  Randes  des  Einheitskreises.  Der 
Horizont  des  y  Feldes  ist  das  Bild  eines  unendlich  kleinen  rück- 
läufigen Kreises  um  den  Punkt  —1.  Denn  für  einen  solchen  Punkt 
ist  x  =  —  1  +  ge%  also 


*-+, 


?/(f   *) 
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wo  <p  von  5  bis  — 5-  abnimmt.     I 

des  x  Feldes  bildet  sich  auf  der  Ist 
ib,  und  der  nördliche  Horizont,  in 
al«  Bild  einen  unendlich  kleinen  ne 
Denn  für  einen  Punkt  desselben  Ist 


wo  f  von  0  bis  n  läuft.  Ferner  ' 
Westpunkte  bis  zum  Punkte  —  1  at 
—■und  dem  Sndpnnkte  geworfen, 
eines  kleinen  neg.  Halbkreises  um  - 
linie  zwischen  —  1  und  0  bildet  sich 
len  Axe  zwischen  dem  Norduunkb) 
1  den  Rand  der  Nordb&lfte  oder  Si 
ISnft  y  den  Rand  der  Ost-  oder  Wei 
schliesslich  x  vom  Ursprünge  ans 
Richtung,  so  durchläuft  y  vom  Pnnl 
neg.  Richtung.     Denn  es  ist 


bat  ab»  beständig  den  abs.  Wert  1. 
treisea  aaf  dem  g  Felde  ist  also  Bi 
«  Feldes,  wahrend  der  äussere  Rand 
~*L    Wen  na 

•  =  «■-»*,      B  —  t>-'+<1,     C 

«*  Wand»  4er  GMOmg  Ä*  -  0  st 

mi  aenuadi  Begen  dieselben  auf  ei« 
knrise  twatwiaJdiy  gsaebsritten  wird. 
Oskitae  de»  jt  Feldes  liegt,  also  dei 
•WMuVa,  ss  ist  sein  Rüd  eis  Kreis , 
kreise»  Eogt,  and  dessen  MittelBcmkt 
«rf  der  nValiBtoJinie  liegt    Dia  AU 


-— 'fi 


so«  Winseln  der  neuen  Gleichung  i 
•Wien  and.  wieder  auf  einem  Kreise 
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wo 


P*  _  (p-a)(f>-a')(j>-b)(f>-b') 

Für  die  Wurzeln  der  Gleichung 

**         *    "  A  —  B  "*"  AB 

die  wir  mit  o,  b,  c  und  b  bezeichnet  haben,  gelten  nun  die  Relationen 

2^(0,  b,  c,  b)  =  a+b+c+b  -  •j^(V^-»V^) 

-£C,(n,  b,  c,  b)  =  (a+b)(c+b)  +  ab+cb 

4(s2+y8+*2)+2(^-i?) 

a  4  —  2* 

2:c3(o,  b,  c,  b)  —  abc+obb+ocb-f-bcb-  j^WAx+iyfBy) 

ZCt  (a,  b,  c,  b)  ~  obcb  —  1 

Nun  ist  auch 

1  + ZCt  + ZC%+ 2Cs+ ECt  -  (l+.i)(l  +  b)(l  +  c)(l  +  b) 

also 

2+2C1  +  2:cf+2C8  -  27(1 +  «-'-£-*) 

und  demnach 

4     (^+2V^4-*2+y2+**) 


4  —  B 


4 

fr* 


4  —  B 


wenn  wir  mit  //  die  Entfernung  des  Bezugspunktes  vom  neg.  Ende 
der  x  Axe  bezeichnen. 

Somit  ist 

4  H* 
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Um  das  Toraeichen  der  Quadratwurzel  zu  t 
ich  mit  0';  also  ist 

Ä»_    iE* 1  j4H* 


Weil  duu  ^  pos.  sein  mnss,  so  ist 

a      w       1 

2 

*  "  A-B'p*+l           (p  - 
also 

0(H 

Ana 

*  _  1±*  _  _  P.-Zi  _  . 
l  —  ip         v4-i 
folgt 

rf<J> 
somit 

Z\/AB 


2idp 
(p+Q* 


T'  = 


iVab  r<iP 
u  J  v 


Durchlauft  <P  den  innero  Rand  des  H.  K. 
ificbtnug,  so  durchläuft  p  vom  Ursprünge  aus  In 
Rand  der  Nordhiilfte  dos  Zablcnfoldes.  Weit  ahn 
Horizonte  verschwindet,  so  ist 

,         ■)■» 
2t/AH    t',lv 

U     J    /' 

-» 

Die  Pole  dieses  Integrals  sind  die  Wurzeln  der 
Da  dieselben  aber  complex  sind,  ho  kann  dl«  lim 
dert  passirt  werden  nnd  das  Integral  hat  nimm  ui, 

Das  Polynom  l't  soll  duu  Um-ch  uiiiu  iwuu  I 
anderes  verwandelt  werden,  des«:»  VfurMii  muuUU  I 
kreise  liegen.  Wahrend  also  dir!  uii„  VnriiiM»  , 
die  4  Wurzeln  der  Gleichnng  /'*  M  pmaUi,  mm 
den  E.  K.  durchlaufen.    Wir  mUtm  tfauitmU 

P  -  »'  I  '"/ 
wo  m  Mittelpunkt  des  Wmwdkrfiwüi  u»d  u  di-wi 
Es  ist  also 

,_-.(,  "  ;■•) 

demnach 

Anb.  i.  Xatb.  -   ~  ■  '**,  l«i  fjf. 
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"— («-~)  («-*?%- *==)  (.-*==) 

Ferner  ist 

a — m L(a  —  m) 

und  weil 

Zri»  =  aa  —  bb' 

so  ist  auch 

£(a—  m)  =.  a1— a  (*+£') +W  —  (a— 6)(a— Ä') 
and  ebenso 

L(a'  —  m)  —  (a1  -  $)  (a'  -  &') 

£(*-in)  — — (6_a)(*  — a<) 

Z,  (Ä'  —  ro) (Ä<  —  o)  (£'_  a') 

somit 

£*(a  —  m)(a'—  m)  —  (a  -ft)(a  —  £')(«'— &)(a'— £') 

oder,  weil 

n*  =  (a  —  m)  (a1  —  m) 

(Ln)*  =  (a  —  £)  (a  —  Ä')  (a'  -  &)  (a4  — *') 

Da  nun  die  Factoren  (a— 6)  und  (a'—b')  und  ebenso  (a  —  £')  und 
(a'— ä)  conjugirt  sind,  so  ist  (£»)*  positiv,  und  weil  nach  früherem 
L  und  n  positiv  sind,  so  hat  man  in  der  Gleichung 

Ln=>y(a—  b)  (a — b')  (a1  -  b)  (a*  -  *') 
die  rechte  Seite  positiv  zu  verstehen. 

Wir  fahren  nun  folgende  Abkürzungen  ein: 

und  verstehen  unter  a,  a',  0  und  ß*  diejenigen  Wurzeln  aus  diesen 
Ausdrücken,  deren  reelle  Componenten  positiv  sind. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  P*  —  0  sind  nun 

a  — m L(a —  m)       a  ß 

~  ~~       Ln       ""  a\ß' 

a'—m       L(a'—m)       ft'.g' 
n  Ln  aß 

~eil 
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L{b  —  m) «V1,     La- 

so ist 

und  ebenso 

b—m        L(b-m) 
i»                   Im        ™ 

Weil 

i'  —  M         £(&'—  m)        fl 

BHN 

a  0                 a1?                 aß' 

*ß--mod«-ß  -mod7p 

so  liegen  dieselben  auf  dem  Einheitskreise. 

"* 

(^-(.'(i'K.^-^M 

"»»pVß' 

und  weil  nun  die  Factoren  des  Productes 
der  Ausdruck  rechter  Hand  für  alle  reell 
Für  reelle  q  sind  aber  auch  die  p  reell  i 
sein  mnsa,  SO  folgt 


P-jyiHaßq-Sß 

folglich 


B  J    VÜ(aßq 


Es  soll  nun  eine  Substitution  gesucht  1 
Ausdruck  H{aßq  —  a'ß')  so  verwandelt  win 
neuen  Polynoms  anf  der  lateralen  Axe  lief 
Variable  q  den  Einheitskreis,  so  muss  dio  uci 
laufen.    Wir  wissen  nnn  aus  dem   frülierci 

2 
der  Ausdruck  —,  -,    eine  Gerade  in  sudlli: 

welche   anf  der  R.  L.   in  der  Entfernung 

Weg  von      .      ist  demnach  oine  in  dur  i 

Sprunge  auf  der  li.  L.  senkrecht  stohimdo 

Richtung  durchlaufen  wird  Soll  nun  übe: 
messen  werden,  so  müssen  wir  noch  1  di 
Variable  ist  demnach 
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Da  nun 

(«Ts-«»  -  («'(('  j±;-  «is)  -  j4r;(( 

und 

(«ft-B'j')  -  («(( l±j  -  «/))  -  j4r,«< 

so  folgt 

ein  Ausdruck,  der  durch  Einführung  der  AI 

ig  =  ttß  -  «'0' 
h-.ß'+.'ß 
ij  =  tf-.'ß 

wo  also  /",  g,  A  und  j  reelle  Grössen  sind  ,  1 


(l-.)* 


(!-•)• 


(/•v+ff'H'-W 


Die  Wurzeln  Ss  =  0  sind  nun  »'«—»"  s  ! 
auf  der  lateralen  Aue.  Weil  y/7  auf  doi 
so  muss  5  auch  ])09.  sein,  folglich  ist 


Es  war 

.— SJ— .+r 

also 
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R.  L.  vom  Wcatpunkte  ans  über 
passirt  »  ebenfalls  die  ä.  i.  und 
atpunkte,  dann  vom  Westpunkto 
ück,  also  die  ganze  R.  L.  vom 
9  Potential  bekommt  nun  folgende 


—CO 


h   eine   nene  Substitution  in  ein 

i  nur  noch   2  verschiedene  reelle 

ibstitution  ist 

ff* 
fj 

ns  sind  77  und  — -    Wir  setzten 
fh           gj 

h-vß'+tfß. 

.*+«'») 

hft«'(o+B'— 6-6'J 

ad  ßß'  pos.  sind,  so  ist  anch  hf 


)-™-(o+a'-4-C) 


hjn-w-fn 
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>  =  .(,M,(<i=|^)-l.na(^VfcL')) 
2,TJn(H-.i1) 


M|  ({—•!)  + coli" 
demnach 

,    ,.,  IBnB+.iiHintt-..;) 

1     '   ~  (to|(S+.<i)+toi.)(tol(t-  ..;)+«(.)' 

Der  Zähler  dieses  Bruches  ist  aber 

z=4flit(f-fttj)jtn(C— i'ij)  =  2(cof2J— cos2tj) 
—  2{col*£+fin»f— cos'»)  +  sin«ii) 
=  2(1  +  2  fin«t  - 1 +2  sta"ti)  =  4((ta'J+  sin",) 

=^rB's+''-B-">-^<''-") 

und  der  Nenner 

N  =•  (cof  tcos  ij+  co(  £+ »B«  £ain  i»)  («f  £cos  ij- 

—  eopjcoi'ij  +  wp<+  2co|£c8f  *  cos .)  +  jtn*f 
=  co(*t-fcof^-{-cos*»)  — l  +  2«(*coftc08i; 

und  weil 

*    ~  JU-4 

also 


Uchen    Wabe. 

1+  a-b) 

•-u+m 


jelion  a  und  a'  in  einander 
Dann  gehn  also  «  and  ß' 
;h   nur  <  mit  t'  zu  vertan- 


V)-  j.C-0. 

o  muss  mt'     (J£'  neg.  : 

ier  negativ. 


rzel;  dann  wird 
h—gju) 
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T  -m^LJ  ...«■ 

Wenn  wir  nun  in  dem  Ausdrucke  für  R1  tut 
erhaltenen  Werte  oinaetzen,  so  erhält  man 

R>  -  i'((™'+W)u_{™'-W)«««'+/'C 

-jwo+.]-«,a-i»(W+")- 

-  ZW'U  +«)•  -  »'»"(1  -  «)') 

-gf((l-!")(l  +  »)S-(''-'")<l-»)") 


wo  (;*  auf  der  ganzen  R.  L.  pos.  ist;  also 
iL 

n--gv 


■  vraf- 


iir 


ein  Integral,  welches  sowol  an  der  untern,  wie 
eonvergirt.  Es  ist  nun  leicht,  dieses  Integral  i 
wandeln,  welches  sich  nur  von  0  bis  1  ansdeh) 
halb 

und  ersetze  im  zweiten  Integrale  a  durch  —,;  ■ 

r-tYTif* 

In  dem  Ausdrucke 


'-''>.(£) V-* 


dann    umfasst  der    neue  Integrationsweg  das 
-<)s.  Werte  (  an  bis  zum  Ostpunkte. 


Hplfichtn    Wallt, 


-oJ-±H±-.-») 

t 

HP 


-1" 

^ 

^7 

-<" 

^ 

-*') 

^TF) 

dB 

[v-t'Hv- 

-*") 

malform 

nach  der 

lodc 

so  licgeu 

die  4  Wurzeln  der 

elcher  von 

dem  EiDheitskrciso 
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C  —  «-*-C-fy 


a 


aaa 


aa' 


Die  Mitte  /  der  Sehne,  welche  die  beiden  Punkte  a  and  b  ver- 
bindet, ist 

l/aWf      aaT\        a^    a'*  +  a* 

2\  a  +  a*  )  —  2  ' 


aa 


Die  Länge  der  Strecke/»»,   wenn   m   der  Mittelpunkt  des  Kreises 
durch  die  4  Wurzeln  ist,  werde  mit  h  bezeichnet;  ihr  entspricht  also 

nach  Richtung  und  Grösse  die  imaginäre  Zahl  he1  V      2/;     dann 
stellt  om  nach  Richtung  und  Grösse  die  Zahl 

2      aa*      l  2        aa 

dar.    Die  Strecke  gm  werde  mit  j  bezeichnet  und  wird  nach  Richtung 

und  Grösse  durch  je  \2       7  dargestellt,  hat  also  das  Azimut^ — «?. 
Nun  entspricht  der  Strecke  og  die  Zahl 

2Wä"+a'7      2^    aa'a"    / 

somit  der  Strecke  on»  die  Zahl 

1    a2a'*  +  l,    t   . 
m~2"~a^7~~+a17' 

Dio  zwei  reellen  Unbekannten  h  und  ;  sind  demnach  durch  die  zwei 
Gleichungen 

L  "2,— ^  2    oa'a"     ^V 

mit  einander  verbanden.    Mnltiplicire  man,  um  ;'  zu  eliminiren,  die 
erste  Gleichung  mit  a"  nnd  die  zweite  mit  — »  so  bekommt  man 

V»,       Ma      a'a"  +  l      loS+0'V„»»J__i^ 


olkroisos 
ier  Glei- 


Prodnct 
Radina 


J-S) 


X*  _  (Hn't+ain'^ftJn't  +  ain'ij) 
sin*»;  coi*ij 

Das  Polynom  Sl*  soll  nun  durch  eine  neu 
anderes  verwandelt  werden,  dessen  Wurzeln  sä 
raden  liegen.  Die  neue  Variable  muss  also  so 
das?  sie  eine  Gerade  durchläuft,  wahrend  die  : 
die  4  Wurzeln  der  Gleichung  Sl*  ~  0  passirt. 
gesehen,  dass,  wenn  eine  Variable  einen  Kre 
welche  die  umgekehrte  Distanz  von  irgend  e 
Richtung  und  Grösse  darstellt,  entweder  einen  E 
durchlauft,  je  nachdem  der  Pol  auf  dem  Kre 
nicht  In  unserem  Falle  muss  also  der  Pol,  de 
nen,  auf  dem  Wurzelkreise  selbst  (wir  verlegen 
liegen. 

Wir  unterwerfen  den  Pol  ferner  der  Bedin 
die  Strahienpaare  (*a,  xt>),  (seh,  xc)  bestimmte  In 
in  x  and  den  von  x  ausgehenden  Durchmess 
habe,  damit  die  durch  die  Punktpaare 


(_*_,  _±_\    (_J_.  _J 

\a-z    l>-xj      \i—  <c    C- 


bestimmlo  Involution  den  unendlich  fernen  Pun 
eher  der  Tangente  in  x  entspricht)  zum  einen  D 
weshalb  dann  der  andere  Doppclpunkt  die  ge 
beider  Punktpaaro  sein  wird.    Das  letzte   wird 

oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Gleichung 

_1 1_       _1 1 

ausgedrückt.  Diese  Gleichung  besagt  freilich  blc 
die  Ecken  eines  Parallelogramms  seien 
Gerade  zusammen  gedrückt  sein  kann. 
x  irgendwo  ausserhalb  der  Peripherie 
in  einem  Kreise  liegen,  so  kann  das  P 
:k  sein.  Man  kann  diese  Möglichkeit  vc 
Aber  der  Erfolg  der  Rechnung  wird  z 
ikeit,  wo  das  Parallelogramm  in  eine  Gen 
tt  hat.    Aus  obiger  Gleichung  folgt 
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(«;—  b)  (c-  at)  {b  —  z)  -  (c  -  b)  (a  —  r)  (b — *)  =  0 

(0  —  bjfcb-tc  +  b^  +  ^J-fc  —  b)(0b—  {0  +  b)*  +  I»)  -0 

oder 

_*.     u    .14.s._,/.    ».„_  '™_(B_b)(f4*))+or<b-.*)— t»(c— a)-0 

-(«  —  b)(a  —  c)(b-bj(6  -c), 
it,  dann  tat 
ab— bc-Ä, 
orans  folgt 
a+c)b+bc+Ä 
)(a-b)+Ä, 
-6)(ö-b)+Ä, 
-e)(b-()  +  Ä, 
'><b-0+R 
ikttrznngen  ein: 
-e,    v*~b  — b,    £a=b-c 

diejenigen  Wurzeln  dieser  Ausdrucke, 
itiv  sind. 

nun  auch  so  schreiben: 

+*) 

-iv) 

,1  -1«) 

(e  -  iij)  —  fin^  +  sin'i? 
I  -  <U  -  M+sin", 

-{)  -  Jrt-|ta¥ 

werden.     Ans  dieser  Gleichung  folgt, 

-»■+»■ 

(—t))-«<i.2fir.(i  -0 
-«tO)_,-f,.2|in(.+J) 
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b  —  b  —  «V-*?  —  <r-<*-*7>)  «  6C .  2  fin(«  -  **) 
also 

(Q~b)(b-C)  -  4pn(«-  £)pn(e+£)  -  4A», 
(a-c)(b  — b)  —  4pn(«  +  »i7)rtii(f-*i7)  =  4/*; 

so  folgt  ferner 

A£  =  2Ä,    iiv~2f 
also 

und  somit  12  positiv. 
Ferner  ist 

iV«(o-6)4-(b—c)  -  i*+{* 

—  2  Rn(e  -  ße"? + 2  pw(* + f)  «-*? 

==  2((pn  c  cof  £-  co)  c  jtn  {;)«•*  -f  (pn « cof  {;  +  pn  £)«-*?) 

—  4(pn  c  cof  t  cos  1?  -  »cof  b  ftn  £  sin  17) 
folglich 

(modiV)2  =  16(rtn2ecoPfco8^+coj»fi(in^sin*i;) 

—  16(pn2«:of2^sinVPii2£--Pn**)) 

—  16(pn2«co|2£  -Pn2«— pn*«+pn2*cof  2£+sin2i/(pn2£— tf  n*t )) 

—  16(fin2acoi^— (fiii^+finMsin^  -pn8t)  -  Bin8^|in*t)) 
-16(pn2€Coi*«-(pn*£+sinJi7)(fin^-ftn«0) 
~16(pn2.co|2«-/»Ä*) 

—  16(pn£CoH-/Ä)(pntcofe  -fh) 

—  16a20* 

wenn  a*  =  pnccofc+Ä/  und  0*  =  fuiccofe—  /ft  gesetzt  wird.  « 
und  ß  sollen  beide  pos.  verstanden  werden.  Ferner  ist  auch  o  >  /*. 
Demnach  ist 

modiV«  4  aß. 

Die  Amplitude  von  iV,  welche  negativ  ist  und  mit  y  bezeichnet  werden 
soll,  wird  durch  die  Gleichung 

«.  *mcP^       cofcpngsiniy      tangf 
ngy  ""  reecp  N  s  pn«cof  fcosi? ""  tang«  ™*^ 

bestimmt,  und  weil  *  >  £,  so  folgt 


n 


mithin,  weil  die  imcp  N  neg.  ist 

N  —  4nße-*t 


nun 


-SjbSi-«''» 

I  =  «"" 

Der  Paukt  t  liegt  ilso  innerhalb  des  1 
des  Wonelkreiaes  «wischen  dor  Ä.  £ 
Potential  der  Ellipse  ist  nun 

iy/ABi 
T'-i-BK 

also  ein  Integral,  in  welchem  «  den  ! 
läuft    Weil  nun  aber  der   Pol  t  Inn. 

durchlauft  ■$—,  "eäa  a°"°  *"*'' 
nach  Früherem  dnreb  die  Formeln 

beitimmt  werden. 

In  unserem  Falle  ** 


Kj-.,'>w^ 

mt 

JUrft-x 

Weä  «ä  ■»  «f 

?*.  w  #  >- 

toatfawi*^ 

rüVrj'Brtu    <•.»*-    << 

■Uüiec  M   i-sr* 

üf    *  -j-f— 
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Kreis  I  auf  dem  ä>  Felde  ist  der  Einheitskreis  und  II  der  Kreis 
durch  die  4  Wurzeln  der  Gleichung  ß*  —  0.  Auf  dem  y  Felde  ist 
die  Linie  a  das  Bild  des  Wurzelkreises  and  der  Kreis  III  ist  das 
Bild  des  Einheitskroises.  Die  Strecke,  welche  anf  dem  y  Felde  den 
Ursprung  mit  der  Mitte  der  Verbindungslinie  der   beiden  Wurzeln 

j— -  und  r^—  verbindet,  wird  nach   Richtung  und  Grösse  durch 

die  Zahl 

dargestellt.    Wenn  wir  nun  hier  für  ;— —  und  — —  die  froher  er- 
haltenen Werte  einsetzen,  so  bekommt  man 


2  Vl^*{(nS  — 1»)/       2Ä       2/Ä        * 

das  hcisst,  die  Mitte  der  beiden  Wurzeln  j— —  und  — —  •   folglich 

auch  die  Mitte  von  — —  und  £-3-1  fällt  mit  dem  Mittelpunkte  des 
Kreises  ///  anf  dem  y  Felde  zusammen.  Dass  dem  so  sein  musa, 
ergibt  sieb  aus  folgender  Betrachtung.  Der  Einheitskrois  und  der 
Kreis  //  schneiden  sich  rechtwinklig,  folglich  müssen  sich  auch  ihre 
Bilder  rechtwinklig  schneiden.  Die  Gerade  a,  welche  Bild  des  Kreises 
II  ist,  muss  demnach  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  III  gehen. 

Ferner  ist  _     _       

Qx.OF  —  0A*  =  QF.QG; 

also  liegen  die  Punkte  G,  x,  A  und  F  harmonisch  und  G  und  A 
sind   einander  zugeordnet.     Durchläuft  nun  «D  eine  Gerade ,    welche 

durch  x  und  0  geht,  so  durchläuft  (-,_     eine  Gerade,  welche  durch 

0  und  m  geht,  und  die  Bilder  der  Punkte  G,  «,  A,  F  sind  wieder 

k nische  Punkte,  von  welchen  diejenigen  von  G  und  A  auf  dem 

III  liegen.  Weil  nun  aber  das  Bild  von  x  im  Horizonte  liegt, 
is  sein  zugeordneter  Punkt,  welcher  Bild  von  Fiat,  in  die 
der  beiden  andern  zugeordneten  Punkte  Hegen,  das  heisst,  er 
dt  dem  Punkte  m  zusammen.    Es  ist  auch 

Öl .  ÖF  =  OÄ*  —  1 ;    «F  —  QF—Öx 


Den  Mittelpunkt  m   des  Krt 
Ursprung,  so  dass  die  neue  Varia 

ly^  in  neg.  Richtung  tun  denselbi 

heitskreis  pusirt,  und  dass  eine  ( 
Wnrzelkreises  wird.  Diese  Varia 
pliciren  mit  einem  constanten  Fa 
Bealitätslinie  Bild  des  Wurzelkrei 
stitntiou  wird  dann  das  Polynom 
Wurzeln  sämtlich  reell  werden. 

1 


die  Strecke,  welche  den  Mittelpnnl 
Grosse  nnd  Richtung  durch  die  2 


Aaß 

"    m  \     h 

_  ttße-'f  (vl  —  l 
~     2fh    \vt+l 


dargestellt. 
Es  ist  aber 


IrtL.  dsr  Math,  i.  Pij..    S.  Kaih*.  Ttil  II 
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A*  -  2pn(g  —  0  A    fi*=  2pn(g+*i?)e-5,    ys3=-2ffai(c  — t^)«C 

$*~2Pn(g+ße-* 
also 

v«— p»  a  2cC(P«fC08iy  —  tcofgsinq)  -2e-£(pngcosiy-|-tcofg8ini;) 

=»  4  (pn  c  pn  £  cos  i? — » cof g  cof  fsin  17 ) 
und 

{*— A*  —  4(cof  gpnfcosi;  -»ptucof  £siniy); 
ferner  ist 

«  =  2Ä,    fiv  =  2/,    A*+l*  —  v*+  f42  «  N 
demnach 

8(/cof  g  pn  f  cos  tj  +h  pn  g  pn  frcos  g) 
2iV(/"4-Ä) 

8*(/pngCofg8iniy+ftCofgcof£8ini?) 
*""  2N(f+h) 

_4(ycofg+Apn6)flni:co8iy— tC/png+^cotQcoftsifliy) 
((/cof  g + &  pn  g)  pn  gcos  q — i  (/pn  g+&  cof  g)  cof  gsin  iy)  a/gg«/ 

""  «*ß*(f+h) 

Nun  war 

iV=  laße-'v  =  4(pngcof  fcosij  —  tcofgpnfsinij) 
also 

«/}«+</  _  pngcof  fcosif+icofgpnfsini/. 
Folglich  ist 

(/cof  g + h  pn  g)  pn  gcos  iy  pn  g  cof  £  cos  q 
recpi*-  „«^(y^Ä) 

(/pn  g +& cof  g) cof  frsini? cof  g fing  sin q 

Pn  g  cof  £  ((/cof  g+ft  pn  g)  cos*i?  pn  g+  (/pn  g+ft  cof  g)  sin,iy  cof  g) 

«*£*(/+*) 

pn  £cof  £(/c  of  g  pn  g + fl  (P**g  cos»i?  +  cof2g  sin»i?)) 
~  a*0*(/-f-A) 

pn£cof£(/cofgpng+A/*) 
a*0»(/-fA) 

pngcoffc/a*      pn£cofg/ 
FAmer  ist 
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(/ftn  t + h  cof  g)  cof  tsin  g  flu  t  cof  £  cos  iy 
imcpP aV8(/+Ä) 

(/cofg+ftffng)ftpfoosiicofffint8inif 

sin  i?  cos  1?  ((/cof  t+*  flu  t)  ftn»£cof  g-  (/fin  e+h  cof  g)  cof»£ffo  £ 

«»0*(/+A) 

sin  i?  cos  i?  (A*+ *  ff»  *  cof  g)      _  sin  i?  cos  i\  h<£ 


**ß*(f+h) 


also 


sin  17  cosiy.ft 


P  = 


Es  sei  nun 


/fin  gcof  £—  fl  sing  cos  q 


also 


folglich 
somit 


me-4*  =/pll  Jcof  f—  ä  sin  q  cos  r\ 

m»  -  fin*{;cof  *f  (fin*g + sin»!/) + sm'ij  cos'q  (fta*g  -  ftn*£) 
- fbA(abit90089if+  fin^cof'O-ffin^sin^tcof^-cos^) 

-  ffoMffo4f-8in*ij+fin*f+sin*if) 

+ fin*£  sin'ij  (cof*£  -  cos2i?) 

-  (fin^+sin^Xfin1«^»^  -shAj+l)+fta'£sin*ij) 

-  ^  (fin^  (fln»£ — sin*fj + cof  2£  -  fln*0 + flnatBin^) 

-  tf  (fiu'g  cof *g  -  (fin4f + fin*i  (sin'ij  -  fin'ö  -  fin^sin^)) 

-  +  (fin'g  cof h  -  (ftn'g + üahjH&nU  -  fln*ö) 
=  0»(fta»gcof*g-/»Ä8) 

-  $*  (fbu  cof  g+/%)(ffog  cof  g  -A) 

m  —  goß 


P  = 


firajS« 


-•<f 


0« 


ß*V+h)       ß(f+h) 


e 


-t«f 


und  demnach  wird  (die  Zahl)  der  Strahl  mB  Fig.  6.  nach  Grösse  und 
Richtung  durch  die  Zahl 

2fh(f+h) ""  W 
oder  wegen 

26* 


1 
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a2(/- A)c— <y+<» 


durch 


dargestellt. 


2fgh 


Ebenso  werden  die  Strecken  mC,  mD  und  mE  nach  Grösse  und 
Richtung  durch  die  Zahlen 


......      .,*.  v         «2 a* 


dargestellt.  Der  Factor,  mit  welchem  die  Variable  *  noch  zu  mul- 
tipliciren  ist,  damit  die  Rcalitätslinie  von  Westen  nach  Osten  durch- 
laufen werde,  wenn  <P  den  Wurzelkreis  durchläuft,  ist  demnach 


2fgh  *(?+<*) 


a2 


Nun  ist 


1  aß  1  aß 

*        <P-*      2fh ~  ß    .        2fh 

a 

a  «r/S        , 

"*  a(D-ße<r~~2fhe   V/ 

a  ((et2  — ff2)  e'V  —  fflftfl  —  fo'V))        ^    _fV  crg'r  —  fffl 
^  2/7<«<y  (a  <P  —  /3e«y)  ^  2/%  *    *r  « <P  —  ße*Y 


2/he        7  \a<r<Y-9)  —  ß) 


2/h 

und  weil  der  abs.  Wert  des  eingeklammerten  Bruches  1  ist,  so  dureb- 

«2 
läuft  s  einen  Kreis  mit  dem  Radius  ^ä  um  deu  Ursprung,  während 

tp  von  0  bis  2n  wächst. 
Es  sei  nun 


2fgheHY+*) 

tt=  8  — 


«2 


also  auch 


oder  wenn 


"tzt  wird, 


..a&Y  —  ßO 
U  =  ge     aO  ~  ße<Y 

_2fghM+*_  gßc,A 
«2(<P  —  x)       ae 

p  =  -— ^ und     q  =  —  0* 

r  er  *         er 
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P 

Durchläuft  O  den  Einheitskreis,  so  ist 

.,    ,  t     .   ae*(7-9)  -  ß 
y  ae-W-V)  —  ß 

passirt  also  einen  Kreis  am  den  Ursprung  mit  dem  Radius  g.    Die 
Wurzeln  des  neuen  Polynoms  sind  nun 


u/r 


=  iTL--i  =  -(/-*)• 


b  £ 


Dieselben  liegen  also  sämtlich  auf  der  R.  L.  und  weil 

9>  =  (f+h)(f-h) 
so  schliesst  der  neue  Integrationsweg  die  beiden  Wurzeln 

/-ä    und     -(/—  k) 
ein  und  die  beiden  andern  aus.    Aus  der  Formel  für  u  folgt 


also 


somit 


_  .  ßu  4-  gae'ä 

etu-j-gpe™ 

2/yfte«r+fl  fi 

«(«u-f-<?/Je"r)       °+8 

<D-o  =  («>-*+(*- <l))  =  (^"O»-*)) 

"uTä(p-(°-*)(tt+9)) 
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und  wenn  wir  hier  obige  Werte  einaeUen,  so  erhalten  wir 

*-«--^f(—  </-*»■ 

Ebenso 


®-c-=-^|(«+{/+* 


5)«Ä»  =  (7/)=  77(0-!).    (*»-(/- 
Igt  aber  ans  Früherem 

W*i7(a-iI)  =  —  OvJ(l,»+v&i 
»her 

(V+W)(^-*v)  =  2/(|»-l*)- 
a 

£»— 1»  =  4(co(tßn£co8fj-i|ini 

v« — p»  —  4(Rn  *  (in  £  cob  tj  —  i  u\  i 
<{)(**(— Av)  =  8[(/tofs—Afhif)fiii£eosij  -i 
tten  ferner  gefunden 
+  ARtiOfin£coB»j  — *{/'fiii*4-ÄC0f*)ci 

ich 

nn  Ä  mit  —  h  vertauscht  wird,  so  verti 
t  mit  —S,  also  ist 


N*Il(a—  x)  —  —  [Z2fghß*e- 


-■■) 


;o  pasairt  u  in  nog. 
jtzen  deshalb 


i)(«-»U-<»)-}-/J) 

w 


and 
■Im 

and  demnach 


Weil 


:    Potential  emer  elliplitchcn    Walz», 
u+q 

«* —  rxV. 

,  2fKg**'r+*>du 

2fgke*<-/+Z-*>.idz 

i a~ü «■'  "~  «"ittx— w<  .  -i 

<u+gffe"  («„-i 

d* <£ 

iß  ~       2S 

-Sn  

_    Vab_  r^       Yas 
Y{a-b)J  "     V(Ä^5 

,  _j^jj_     ^dj  t]/AB     . 

~Y(A-B)J   R  ~  YÄ^iJ 


/"=(i»',+,in",_-j— j,    i>_(i„i,_| 
so  wird 

U— »JA"-  (<-<")  "ia'j+Ü— «')« 
—  I  — (l'co8*x+'"Bin'2) 
Wir  setzen  nun:  u  =  t'eoB1] -f- ("sin'jf 
also 

VU-*) 


si»3t  —  -~^ 


VV-«) 


Vd'-i») 


V(— ■•) 
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_  _  1  du      

folglich 

T'=  2VÄB  f-=  dU 

<* 

Auf  dem  u  Felde  denke  man  sich  zwei  Uebergangslinien.  Die 
erste  verbinde  den  Pol  (  mit  dem  Ostpnnkte  und  die  andere  die 
beiden  Pole  t"  nnd  i'.  Das  Integral  erstrecke  sieb  aber  den  nörd- 
lichen Band  der  zweiton  Uebergangslinie,  wo  also  Vit— «){(' — «)<«—(") 
pos.  aufgefasst  wird.  Wird  nun  u  in  einem  neg.  Kreise  am  ('  auf 
den  südlichen  Rand  geführt,  so  geht  die  Wurzel  in's  Negative  ober 
und  weil  anf  dem  Wege  von  ('  nach  t"  auch  du  neg.  ist,  so  ist 
obiges  Integral  anch  gleich  einem  andern,  das  den  Sudrand  der 
zweiten  Uebergangslinie  (y)  von  t'  nach  e"  passirt  Führt  man  ferner 
u  in  einem  neg.  Halbkreise  um  ('  anf  das  Stück  der  R.  L.  zwischen 
*'  and  (,  so  geht  die  Wurzel  in  —  »V((  -  «)  (u  —t')  (u— O  über. 
Folglich  ist 

T'  =  iiAB  f  -i-         ..i."  ...    -     (Weg  Fig.  7.) 

Oer  Integratlonsweg  ist  jetzt  eine  geschlossene  rückläufige  Curve 
tun  die  Pole  t  und  i',  Diesen  Weg  dehne  man  nun  nach  allen  Seiten 
so  weit  als  möglich  aus  und  weil  das  Integral  im  Horizonte  wie 
u~  l  verschwindet,  so  erhalt  man  anch 

T-  = » VÄB  f    .       .    — "  (Weg  Fig.  8.) 

J  Y(t-U) („-0(»-O 

Der  Integrationsweg  verwandelt  sich  also  in  eine  Schlinge,  welche 
aas  dem  Oatpnnkte  um  den  Pol  I  geworfen  ist. 

Führt  man  nun  u  von  dem  Erkennongsstandorte  A  durch  einen 
pos.  Halbkreis  anf  den  südlichen  Rand  der  Uebergangsl.,  so  geht  die 
in    A   pos.  Wnrzel  V((—a)(u  — (')(»— t")  in  tY(*— () (w— (')(»— (") 
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Wenn  A—B  gegen   null  hingeht,   so  droht  der  Variabein  die  Ge- 
fahr, ihren  Spielraum  BZ.-  if  Z.A  zu  verlieren.    Man  setze  daher 

—  t"  —  A  —  Ccos*0,    wo    A— B=C 

ist;  dadurch  geht  die  Formel  für  das  durch  den  Bezugspunkt  gehende 
zweischalige  Hyperboloid  in 

_?! y*     ,         **  * 

C  cos8«      C  sin*  6  ^  —  il-f  Ccos*0  ~~  A 
über,  und  lässt  man  nun  C  null  werden,  so  erhält  man 

yi      ■  0. 


cos*0      sin*0 

Diese  Formel  stellt  nun  zwei  Ebenen  dar,  welche  durch  den 
Ursprung  gehen,  auf  der  xy  Ebene  senkrecht  stehen  und  mit  der 
Ebene  xz  den  Winkel  6  einschliessen.  Die  Coordinaten  des  Bezugs- 
punktes shtd  in  diesem  Falle 

y  A  '    *  y  A 


> — 7Ä- 

und  das  Potential  des  Kreisringes  ist 

du 


\  =  2aJ* 


y^+tt)(tt-«)(tt-o 
t 


II.    Von  allen  früheren  unabhängige  Berechnung  des  Potentials 

einer  Ellipse,  deren  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte   gleich  ist  den 

Abstände  des  Mittelpunktes  von  der  Tangente« 

Die  Gleichungen  der  Ellipse  seien 

JT*      Y* 

_  +  _-!,    z-0; 

der  Bezugspunkt  habe  die  Coordinaten  xy  y,  z.  Durch  diesen  gehen 
drei  confocale  Flächen  mit  den  dritten  Halbaxenquadraten  t,  *',  *"; 
die  gegebene  Ellipse  ist  Focalcurve  des  Systems.  Die  Abstände  der 
durch  den  Bezugspunkt  an  die  drei  Flächen  gelegten  Berührung»- 
ebenen  vom  Mittelpunkte  seien  j>,  p\  p".  Die  Wurzeln  *,  f,  f  sind 
e  in  Bezug  auf  *  identische  Gleichung 


BigUri  PoHntiml  cimtr  ttophnkt*    Wah$.  4\\ 

u        - * £ *     (*-<)(« -<*)(*-<") 

bestimmt  und  folgenden  Bedingungen  unterworfen  j 

Die  Bichtnng8C08.  der  Normalen  der  ersten  Fläche  im  Bezugspunkt*  1 

sind: 

und  ähnlich  mit  Accenten  bei  den  zwei  übrigen  Flächen.  Man  wähle 
den  Bezugspunkt  zum  Ursprünge  eines  neuen  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystems,  dessen  Axen  die  entgegengesetzte  Richtung  der  Nor- 
malen haben,  und  bezeichne  die  neuen  Coordinaten  mit  it,  »',  *"' 
Dann  sind 

Z—  *  — 1«  — IV— IV;        F-  y—  pu  -nV  — jiV, 

Z=z  —  *»—  •  «'  —  *V' 

und  nun  sollen  die  zwei  Gleichungen  der  Ellipse  in  den  neuen  Co- 
ordinaten ausgedrückt  werden.    Die  Gleichung  £—0  gebt  sogleich  in 

2)  7+  p — r  t»    —  * 

über.  Um  die  andere  Gleicbang  in  der  einkehrten  Gestalt  zn  er- 
halten, entwickle  man  des  Aaadrnek 


«-?+?- -e+S-»)Cr+,?+*?'-/ 

Der  ente  Tefl  4er  Eatvidttuc  »*  JMl    hm  to*0ki*i*  vmtoti* 
Der  Codfcäcat  in  «*  j»» 


Saut 


i 
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**  I  «*.,_'/      *"         ,  »'      \ 

"•M-H" T  B(if+D' - 1"  l.J(3+i)  +  5£s+7) j 

<U-<-H)>+  (-B+y'J  ~  T'U  +  «; 
t'U+tT B+t)  "i\(A+t)>+  (B+i)<) 

somit  der  Coefficient  von  «*  gleich 

tnu-* >' +\  (  -  j.  »■  .■"»■> 

i  Vi  v    x+i    jj+,    , ,/    Vm+i)'+  (5+ij5  +  iyj  - " 

Ebenso  findet  man 

Coef.  von  w'*  =  -  -*,     Coef.  von  u"s \, 

Ferner 

Coef.  von  iu'tt"  =  p'p"  f .-2Ü 1 9* \ 

rr    \AlA+l')(A+f)T  b(B+CXB+?)} 

n-\A  +  B    V      <'!"  (.'T+?7 
nnd  weil  ' 

""  Uw+OW+fj  +  JIB+oja+i»-,) 
_  py  /'    x'  y     \ 

_Ö17 ■*  I  sj_      \ 

'     Va+i'xa+i")  *  (B+Ofü+i")/ 

so  erhält  man 

ist 

it  die  zweite  Gleichnng  der  Ellipse 
7+7+7T-0. 
derselben  folgende  Gestalt  i 


(ÄK6)'-( 

und  dieser  Gleichung  kann  man  genügen,  in 


Die  Gleichung  (2)  gibt  dann ,  wenn  i 

Bezeichnung 


Bedeutet  r  die  Lange    de*  Strahle»,  d< 
dem  Massenteilchen  verbindet,  ist  alao 

so  ergibt  lieb  r  —  rj,  wo  M*  =  t  —  t'cm*/f. 

Der  Wert  des  Maasewteilekeaf  ;*/*  i« 
FUcnendeveBte,  da*  der  tom  MiuHp«Al<t 
der  EJlipac  beaebreibt.,  w*A  aei  Mit  w  bei** 
Inhalt  des  P*ra3*fc*«a0fe* .  A-w»  Kate« 
die  roai  Benpa—to  m  aa-.ti  dem  Mifx 
Paakte  der  Car«  ph»t«  »traiW  «jwt.  1 
>  dar  dr»i  i-W.-j-.aW  f:*.- 
«a*  .tin  r->v»mmanr. 


da.  «antat  Ur  \iwnnnqrn   »    nwt  .'(    mir 


•»    h»!.-.h*^     nnir7rni.-.n»   «an 
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110         0 


man   die   Zeilen    beider  Determinautenfigureu    paarweise  in 
Uammen  combinirt.    Es  ergibt  sich 

du  du'    du" 
P    p'    p" 


udu  ,   u'du    .  u"du"       up   |   u'p'   .  u"p"     ***    i    *'*    ■    **"1 
pdu      p'du'      p"du"       p*       p'*        p"*       pu      pV       |/V 

—+-?-+"?-      7  +  7"  +  "t~      7+T +"?r 

reil 

«du  .  w'du'  ,  n"du"       1    /V  ,  u'*  ,  u"*\ 

P^f aJ^ül  i , p"dw"     J/Pu_l_P','' _i*v"\ 

— +— +-pr-  -  <^t+— +  -,-; 

anch 

I  du  p  U  | 

Jxw  —     0  1  0  I  =  du 

10  1  1  I 

t 

y«7'    ,      _,    viWiu'  p"   u"  t>'\ 

^       V*  f  p"     _^__^£_     *"  \ 

yisV^'y^t'  y=*''y^7v 
y^vy— i"        y— *•      / 

itten 

_yt  aw 
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V*      1  dN 
z/1  =■» 


y  AB '  N  S(P 
and  weil 

ytdN^ 

du — ir*djd(p 

so  ist 

als  Wert  des  Massenelementes.    Weil 

M 

so  ist  das  Potential 

271 


■  -/f  -  *=/% 


wenn 

3f«  «  t— (<'C08*g>+*"sroV). 

Weil  sich  Jf  nicht  ändert,  wenn  man  ?  dnrch   *  — <p,  *+9>>  —  g> 

ersetzt,  so  ist  auch 

n 

2 


T<-  iYAB /* 


Führt  man  mittelst  der  Substitution  tang*<p  —  — y,  die  neue  Va- 
riable v  ein,  so  wächst  t>  von  t  an  ohne  Ende,  während  <p  von  0  bis 
~  wächst;  man  hat  auch 

cos2<p  —  — ^      8m  V  s  ~7> 
und 

(»— O^-'(«-O-«,(«-O-',(»-«)  =  («-Ofr-0 

Af=y(^T?j^fe===»    2sin<pco8*d9-~=^i<fo 
und  weil 


sinycosy  =  V(*  —  *  )  y_^ 


so  ist 


1  V*  —  *"     tfo 

d*~2y^ö *-*" 


also 
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<*q>  _  de 

Bomit  M  =  ^•-0{»-«')(»-  O 

r  -  2>Oj9  /    .  dp 

J    V(*-t)(o-0(--i") 

III.     NBhere  Betrachtung  des  Potentials  der  Ellipse. 

§.  8.     Das  Potential. 

B*  =  (u  —  ()(u— (')(«  —  (")  ist  pos-,  wom«>(,  ebenso  wenn 
'"<«<(';  in  beiden  Fällen  sei  auch  R  positiv.  7t" — (*-») 
(«  —  t')  («  —  t")  ist  pos.,  wenn  *'<»<<  oder  «  <  <";  JP  sei  zu- 
gleich mit  R'*  pos.  Ferner  sei  V*  =  (^-|-u)(if-(-u)u,  wo  U  für 
pos.  u  aucli  pos.  verstanden  wird.    Nan  ist 


W*  =  l—  £-7 


(«-0f"-''K»-O 


(in  Bezng  auf  u  identisch  richtig)  also 

Ä=  »F.  U 
WO  nnn  auch    tr  für  t  <  «  positiv  ist. 
Es  ist  also 

und  wenn  wir  ans  das  «  Feld  zweiblätterig  denken  mit  den  beiden 
Uebergangslinien  t , , .  Ostpnnkt  and  f". . .  i',  so  seien  R  and  U,  folglich 
auch  W  auf  dem  Sfldrande  der  ersten  Uobergangslinio  pos.     Gelangt 
™  «  durch  einen  kleinen  neg.  KreiB  um  den  Pol  t  anf  den  Nord- 
1,  so  geht  Ä,   folglich   auch  W  in's  Negative  über.     Der   Inte- 
ionsweg   kann  deshalb   in   eine  ruchtlänfige  Schlinge  verwandelt 
den,  welche  ans  dorn  Ostpankte  um  den  Pol  t  geworfen  ist.     Er- 
nangsstandort  heisse  derjenige  Punkt  eines  Integrationsweges,  wo 
i  sich  über   die  Logarithmen  der  im  Integralaasdrucke  vorkom- 
men Potenzbasen  verständigt    So  oft  es  angebt ,  wähle  ich  den 
ennnngsort  da,  wo  alle  Potenzbasen  pos.,  ihre  Logarithmen  daher 
reell  angesehen  werden  können.   Der  Pfeil,  der  die  Wegesrichtnng 
ibt,  werde  neben  denselben  gesetzt. 
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Es  ist  demnach 

•r  •=■  .yzä 

oder  mit  Einschaltung  des  Hör 

Die  beiden  Pole  r*  und  f 
entsprechende  Elemente  des  Int< 
linie  gleich  sind,  so  ist  auch 


Um  dieses  Integral  in  ein  ellij 
man 

wodurch  die  Variable  <p  zwisct 
sen  wird.    Es  ist  nun 

u—t-  (("—  t)  (l  ~  t^i  Bin1 

u  —  t'  —  {l" —  ()  COS*q5 

und  wenn  1*  =■  ■  _  m  gesetzt 


"      Yv- 

folglich 


1,       T^liÄB  I  ^-=-, 

r  ' 

und  für  den  Kreisring 

Dasselbe  Resultat  hatte  mau 

mittelst    der    Substitution    u 
Weil  für  keinen  Punkt  im  Ri 

Anh.  «,  M.U.  a.  Pbj..  2.  Kall.*,  Teil 
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Formel  1,  dass  das  Potential  nur  da  unendlich  wird,  wo  K  unendlich 
ist,  also  in  Punkten,  für  welche  fc2  =»  1  ist.    Denn  es  ist 


also 


,  __  2*Vab  *Y(-iY('—'-Y 

ö  i/u—~i«)  '  «=o  V   n  J\t  — *"/ 


K  ist  aber  dann  gleich  1,  wenn  t  «=  t'  ist.  Mithin  ist  die  ganze 
Ellipse  eine  Unstetigkeitscurve  für  das  Potcntip1.    Schon  das  Integral 

00  00 

. Pdu  , /'  du 

2yAB  I  ^t  welches  für  t  =  tf  die  Form  2\AB  I  t=^ 

annimmt,  offenbart  die  log.  Unstetigkeit.  Bevor  wir  aber  hier  näher 
eintreten,  wollen  wir  noch  das  Potential  für  folgende  besondere  Lagen 
des  Bezugspunktes  darstellen: 


a)  Der  Bezugspunkt  liege  im  Unendlichen. 

Weil  für  solche  Punkte  auch  t  unendlich  wird,  t'  und  *"  aber 
zwischen  endlichen  Grenzen  eingeschlossen  bleiben,  so  kann  mau,  da 
nur  sehr  grosse  Werte  in  Betracht  kommen,  i'  uud  t'  neben  u  und 
ebenso  A  und  B  neben  t  vernachlässigen.  Das  durch  den  Bezugs- 
punkt gehende  Ellipsoid  kann  als  eine  Kugel  mit  sehr  grossem  Radius 
aufgefasst  werden,  und  mau  hat 

wenn  r  die  Entfernung  des  Bezugspunktes  vom  Mittelpunkte  ist 
Für  diesen  Fall  ist  also 

/ —    C        1  du- 

J    V(r*  —  u)      « 
(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostpunkte  um  r2  geworfen) 

Dieses  Integral  verhält  sich  im  Horizonte  wie  u-l  und  deshalb  kann 
man  den  ganzen  rückläufigen  Horizont  in  die  Schlinge  einschalten, 
wodurch  sich  der  Weg  in  einen  kleinen  (rechtläufigen)  rückläufigen 
Kreis  um  den  Pol  0  verwandelt.    Also 

/1  du 

,-(  2-  -,    ~      (Weg  Fig.  11.) 

und  nach  einem  Lehrsatze  von  Cauchy  findet  man 


folglich 

2)  T 

Für  das  Hassenelement  dies 
ti/VABtitp  erhalten.    Oio  '. 

Masse  =  qi 
DDfl  demnach 

Diesen  Ausdruck  für  das  F 

Denn  ist  t  sehr  gross ,  so 

nehmen,  während  l/l  —  t"  i 

Um  das  Integral 

irrBf^hi  (Wee 

auf  gewöhnliche  Weise  zn  ! 
halte 


ö 


b)    Der  Bezogspi 
Die  Focalhyperbel  wir< 


bestimmt,  und  die  dritten 
gehenden  einscbaligen  nnd 
gleich  nnd  —  it.    Dos  Pote 
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00 

r-  2Väb  r ,  du,— = 

j/    (B+u)Vu  —  t 
oder  auch 

2" 


-.ys/j 


(i»+.)y(«-u) 

(Weg  eine  geschlossene  rückläufige  Cnrve  am  den  Pol  —  B) 
nnd  nach  Cauchy  erhalt  man  nnn 

3)  7'-^2 

Ist  nun  A  —  -B,  so  fällt  die  Focalbyperbel  mit  der  *  Axe  and 
die  Brennpunkte  fallen  mit  dem  Mittelpunkte  zusammen.  Es  ist  des- 
halb t  =  z*  und  somit  das  Potential  eines  Kreisringes  für  einen 
Punkt  der  %  Axe  gleich 

3')  T\  -  -7J^L . 

Weil  die  Focalhyperbcl  durch  die  Brennpunkte  der  Ellipse  geht 
und  für  diese  Punkte  auch  t  =  0  ist,  so  ist  das  Potential  der  Ellipse, 
bezogen  auf  die  Brennpunkte  gleich 

T'—  2*y  A 
und  das  Potential  des  Kreises,  bezogen  auf  den  Mittelpunkt 

T\  =»  2*rr, 
wenn  r  der  Radius  des  Kreises  ist. 

Dieselben  Resultate  hätte  man  auch  aus  Formel  1  erhalten  kön- 
nen, indem  für  (tf  =  f"  —  —  B)  k*  —  0  wird,  also  K  in  ^   übergeht 

Will  man  zur  Ableitung  dieser  Formelu  den  geraden  Integrations- 
weg gebrauchen,  so  setze  man  u  —  t  =  x2;  also 

OD  /         X        \ 

4VABJ   ß+t  +  xt       V(Blrt)J  /*\ 


+  U«qrJ 


*VäB/  x        \         27t  V  AB 

V*+i  VTCtgVrB~+Tv  =  V(B+i) 


c.    Der  Bezugspunkt  liege  in  immittel barer 
Focalellipse. 

Aas  der  allgemeinen  Theorie  des  Potentials 
du  Potential  einer  mit  Masse  von  variabler  Die 
stetig  gekrümmten,    sonst  aber  beliebigen  Curve, 

Nahe  derselben  unendlich  wird  wie  2p  log  ,  wenn 
Abstand  des  Bezugspunktes  vom  Curvenelcmeote, 
q  ist,  bezeichnet.  Liegt  nun  der  Bezugspunkt  in  ] 
Focalellipse,  so  sind  (  und  (',  mithin  auch  der  cou 
I*,  nahe  bei  Null.    Denn  es  ist 

«■--»+»-;■=?• 

Weil  nun 
•o  folgt 

Diese  Form  des  Potentials  bitte  man  auch  aus  de 
radlinigen  Integralform  mittelst  der  Substitution 

■  —  !-(*— *•)*■,     wo    K*  —  ~ 

erhalten  können.    Weil  nan 

~a  ~iC)'^,(h»*-*h»*-,tT 

so  ist  auch 


und   nach  YersmrfcHssigof  aller  Tersse,   die  ftt 
schwinde«, 

amd  ftr  dem  Kreis 

4')  r',  =  4r'.a(2k»:S--jl*f«_r'H  * 

Kn  soll  der  kfesste  s«*kr»wirt*  AWuju4  6*  i 
Carresttlemesle  darc*  d*  ir.Vißm  H*ü«jt>vyu*4/ 
gebodest  cosrfoca*»  fWim  4w«,«-«tnUt  »*y4>-u 
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a0)  liege  auf  der  Ellipse.  Dnrch  denselben  geht  ein  zweischaliges 
Hyperboloid  mit  dem  dritten  Halbaxenquadrat  i9.  Auf  diesem  liege 
in  nächster  Nähe  der  Ellipse  der  Punkt  (z,  y,  z).  Die  Verbindangs- 
linie  dieser  beiden  Punkte  steht  senkrecht  anf  der  Ellipse  im  Punkte  | 
P0.  Ihre  Richtung  ist  beliebig,  sie  kann  sich  um  das  Curvenelement 
herum  drehen.    Nun  ist 

,    (A+t)(A+t')(A+n     f       (B+ocj+ocg-fo. 

x    —  A(A  —  B)  '     y    Ä  B(A  —  B) 

«*     cm«     — — — 

und 

,      A(A  +  t")  B(-B-n 

Es  ist  aber 

*  -  V(*b-V+(y-yo)*+(*-*o)* 

und  weil 

«*  — V  =  (a: +ar0) (a;  —  a^,)  «  2jEo(aj—a;0) 

y2— y<>2  —  (y+yo)(y— y<>)  =  2yo(y— yo) 

so  ist 

o    /  *       (A  +  t)(A  +  t')(A  +  t")       A(A  +  f) 

(A*  +  A(t+S)  +  U')(A+/')      A(A  +  t") 
oder  mit  Vernachlässigung  der  Tenne  in  «' 

also 

und  ebenso 


folglich 


somit 


(H-«')V(  -  j  —  o         y«- 1" 

,      (<+0'M+<")  ,  («+Q»(— g-i»)     »'<" 

*  4AU  —  if)  "">"       4#(4— B)        +  AB 

1      (H-O*         „        „      tfi' 
"  4   JfcM^Ö) {Bt  -  M  >  +  ÜB 

1  (t+t')H-t")  .  tt't"      l   -«''     ,   ,s 

1    — «" 


2-V'AB  ¥ 

Mit  Hülfe  dieser  Formol  geht  nun  der 

für  das  Potential  in 


über,  oder  mit  Vernachlässigung  der  endlic 


Sie  Dichtigkeit  in  jedem  Punkt  der  E 
Perpendikel  aus  dem  Mittelpunkte  auf  die 
der  Abstand  des  Mittelpunktes  von  der 
lipsoides  gleich 

U+t)(ff+t)t  {AB+U 
■  [*—<->(*  — *">  "  tf- 
Mau  lasse  zuerst  t. '  =  0  worden,  damit  diu 
lipsoides  auf  der  zy-ebeao  senkrecht  stob 
und  Nenner  des  Bruches  durch  t  dividire: 
t  =  0  setzen  and  erhält  für  das  Perpendil 
Ellipse  den  Ausdruck 

Als 
P '  =  qüi 

also 

VÄB 

"y_ 

folglich   ist  das  Potential   für  einen  Punkt 
Ellipse 

T-  -  2p log;- 


p*=- 


■,t_i^;-*' 


§■  9.     Die  Kraftcomponenten  c 
Ringes. 

Um  den  Schwierigkeiten,  welche  die 
Integrale  der  Differentiation  bereiten  wür 
gehen,  verwandle  ich  den  Weg  in  eine  Seh 
Ostpunkte  am  den  Pol  t.  Der  Erkcnuungs 
der  südlichen  Seite  der  Uebergangslinie  {t 
nnd   W  pos.  verstanden  werden.    Es  sei  all 


t  nun 
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T'=VÄB  f-£fr    (Wog  Fig.  13.) 


0  W     __1^    dW 
das    "        W*  "5T 

dx  ~~        W'A+tt 


d  -. 


•i    ,  . 

ten  wir  ffir  die  Kraftcompenenten  des  ellipt  Ringes  folgende 


■y^"A 


(*+«)» 


(u— *)(«— f(u-(")'Ä  ' 
VT»     /*    Of»)<J-M        ** 

yA**J  (u-t)(u-t-Ku-n  ■  r  • 

(Wege  Fig.  13.). 

tun  t  —  ('  ist,  daa  heisst,  wenn  der  Bezugspunkt  anf  der 
ipso  liegt,  so  kann  der  Integration  s  weg  nicht  mehr  zwischen 
en  *'  und  t  hindurch,  ohne  daes  ein  Teil  des  Integrals  nn- 
wird.  Für  diesen  Fall  verlieren  also  die  Gleichungen  5.  ihre 
;ng.  Weil  sich  ferner  die  Integrale  im  Horizonte'  wie  w-l 
n,  so  kann  man  anch  hier  den  ganzen  Horizont  in  die 
i  einschalten ,  so  dass  sich  der  Weg  in  eine  rückläufige  ge- 
ne  Cnrve  am  die  Uebergangsl.  ('—  ("  verwandeln  lasst  Da 
3  Pole  f,  *'  und  t"  nicht  zugänglich  sind,   so  lassen  sich  die- 
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selben   in   dieser  Form    Dicht  in  geradlinige  Inte 

Da«  wird  nnn  erreicht,  wenn  wir  den  Brach   j-— 

Partialbrucbo  zerlegen.    Um  nicht  jedes  Integral 
dein  zn  müssen,  betrachte  ich  das  allgemeine  Intej 


/u*+a»+b  du 


f+at  +  b  t't+at'+b 


und  wenn 


so  folgt 

y=ZJ+J£i1+Ä*11. 


Verwandlung  von  A. 

Für  du  Integral  4  it>t  der  Fol  t  nicht  zagänj 
nnd  t".  Deshalb  verwandle  man  die  Schlinge  durc 
Hör  zontes  in  eine  geschlossene  rückläufige  Cnn 
gangslinie  *' — i*. 


*—'fT=z-2  <W<*F*- 


Der  Integrationsweg  werde  nnn  auf  die  L'elx 
mengezogen  nnd  weil  nnn  die  Elemente  an  eutget 
derselben  einander  gleich  sind,  so  erhUt  man 


-if-1     .*. 
./   t-u  K 

dann  linft  die  seaw:  Variable  ?  von  0  bis  * 


Man  setze  nnn 

»  —  ('siu**>  -{-^'i>n"i, 
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i(t'—  (")Bing>cos7'rffl>,    w  — (  =  (t'r—  t)(l—    ~ ,<>"°V  )■ 
u— i'=  _(('_(")eo8*¥i      "  -("  =  (('— (")sin*v 

ird,  so  folgt 

<fa  _         ggg 

^ *         /*  j*g 

((—(")»/    {i—  fc*sinV)Vl—  J^sinV 

ci  nun 

siuip  =  S(u) 

t  u  von  0  bia  K; 

ibf  —  V(u).du 

A- *         f  *_ 

nan 

or  Abkürzungen 

»»  =  (-(',     tt'J_t'_(",     „"»„i-t", 

i,  a'  und  n"  pOB.  verstanden  werden,  lässt  sich  diese  Por- 
auf folgende  Weise  schreiben : 
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Verwandlung  von  Av 

Weil  iu  diesem  Integral  der  Pol  t'  nicht  zugänglich  ist,  wohl 
abor  t,  so  verwandle  man  die  Schiingo  in  eineu  geradlinigen  Weg, 
welcher  den  Pol  t  mit  dem  Ostpunkte  verbindet.    Es  ist  dann 


A   «  2  /^   * 


t 
Hier  fahre  man  nun  die  Variable  <p  durch  die  Substitution 

tt  =  *-}-(*— Otaug*<p 

I  TT 

ein,  durch  welche  dieselbe  in  die  Grenzen  0  <  <p  <  «    eingeschlos- 
sen wird. 

rfu  =  2(«-Otg^^5^.    u-*-(*-OtgV, 

v  '  C0S*9 

du  2d<p 

*  ""  V(*  —  *")  V(i  -  ^sinV) 
folglich 

TS 

2 

sin*g>) 
o 

Man  setze  nun  wieder 

sin  q>  =  Su ; 
dann  kommt 

A* 


2 

2      P       COS*q>dq. 


Nun  ist 


K  X 


J    SPudu—^  Jtf&udu  =  p(  I  du  —  y   D*udu) 


folglich 


jp<*-3) 
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Verwandlung  von  Air 

dicsuni  Integral  ist  der  Pol  t"  nicht  zugänglich.    Mau  ziehe 
dio  Schlinge   auf  die   Uebergaugslinie  (t — O.P) 


„    P     1       da 


=  (+((— (')t«V    also    -=  —  -7=== 


■R     YiT^n  V(i—*hW9)' 


„„(" ^  (1  — ft»iinV) 

COS*  9*  ^ 


4     /* coa  V .  dg 

"~"  *"*J   (1  —  fc»8inV)V{l  —  fc'BinV 

sin  q>  —  &t 


4      pCy.da 
Zflu 


-ac/ä-Zä*) 

0  0 

-MI-') 
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.      „       E       E     .  K 

-&p(*E-E)+£ 

=  —  p+ß  —  p<*—  *> 

folglich 

Für  das  Integral  J  erhalten  wir  naa  schliesslich  den  Ausdruck; 


and  bieraas 


jVäbx  W(« + n  _  «-f  (b+ r 

u1a'*a"*l       tt'*a"       l  '  o'o'* 


Aas  diesen  Formeln  lassen  sich  die  entsprd 
den  Kroisring  unmittelbar  ablesen.  Um  die  K: 
besondere  Lagen  des  Bezugspunktes  za  erhalten, 
Integral  ausdrucken  selber  aasgehen,  oder  wir  kOi 
erhaltenen  Formeln  znm  Ausgangspunkte  wählt 
letzten  Weg  einschlagou,  so  bereitet  der  Fall  u'*  — 
einige  Schwierigkeiten,  indem  mit  den  Formeln 
vollziehen  ist  Um  diesen  Schwierigkeiten  ans  d 
wöhle  ich  den  ersten  Gang. 
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a)    Der  Bezugspunkt  liege  im  Unendlichen. 

In  diesem  Falle  kann  t  =  r*  gesetzt  werden ,  wenn  r  die  Ent- 
fernung des  Bezugspunktes  vom  Ursprünge  bezeichnet)  und  weil  nun 
der  Integrationsweg  so  gelegt  werden  kann,  dass  nur  sehr  grosso 
Werte  von  u  in  Betracht  kommen,  so  kann  man  t'  und  t"  und  ebenso 
A  und  B  neben  n  vernachlässigen ,  wodurch  die  Kraftcomponente  in 
der  Richtung  der  x  Axe  folgende  Form  annimmt: 

X=VäBz  I    a  dH,   :• 

J    (u  —  r2)uV(u  —  r*) 

(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostpunkte  um  r2) 

Durch  Einschaltung  des  Horizontes  lässt  sich  nun  die  Schlinge 
in  einem  kleinen  rückläufigen  Kreis  um  den  Pol  verwandeln  and  nach 
einem  Lehrsätze  von  Cauchy  erhält  man  dann 

2ni~ÄB  x 

X  —  — -z 

r*         r 

und  also  nach  Multipliciren  mit  dem  constantea  Factor  bq 
Ebenso  erhält  man 


6. 


Zitoe^AB  y          Masse       ,    , 
Y — ^ .*  = ü— cos(yr 

„  2noB^AB  z  Masse        ,    x 

Za 15 ;= -j-COS(r*) 

r  r  r 


b)    Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  Focalhyperbel. 

Um  die  Kraftcomponentcn  für  Punkte  der  Focalhyperbel  zu  er- 
halten ,  setze  man  in  den  Formeln  des  Systems  (5)  t'  =  t"  =  —  B 
und  erhalte 

, —       /*      u  du 

I    (Weg  eine  Schlinge 

y=^yf^^  u^f  \ au8  de»m°;**nkte 

, P(A  +  u)  du 

* = *  A»'J  g±&- mzp 


Bigltr:  Potential  entr  tüiptUcht»    Wah 

i   sich  der  Bezugspunkt  auf  der  pos.  Axe   d 
aus    bis    zum  Brennpunkte    hinbewegt,   w< 
1—  B) 
j annimmt.    Um  zu  entscheiden,  ob  sie 

leite  ich  sie  nach  x  ab.    Ans  der  Gleichung 
8«"  2a 

f        (i-o(tw)  ' 

unserem  Falle 

p'"=yl4-(", 

s-  —  2z,       somit  -         ■  —  — j- 

ax  dz  (u 

j*    2y;s  A^^._^ 

il  aneb  bier  alle  Elemente  des  Integrals  pos. 
,  somit  ist  die  Componente  im  Wachsen  begi 
i  anf  folgende  Weise  darstellen : 

,,        —B  —  t" 


ir  den  Fall  eines  Kreises  stellt  sich  diese! 
r.    Weil  aber  k*  sehr  klein   ist,  so    ist  (A' 

ilglicb  ist  für  einen  Kreis 

_      m/ÄBx 


)    Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  pos.  Seite 

zwischen  dem  Brennpunkte  und  der  Ell! 

(y  =  0,    «  =  0,     (  =  0,     t" B) 

:h  in  diesem  Falle  Verden  die  Componenten 
'  die  Componenten  X  erbalt  man  aus  Systen 


X=?\r3Bm  i'      * 


AQe  Elemente  dieses  Integrals  sind 

auch  pos.   ist,  so  ist  die  Componc 
diesen  Fall  ist  X  auch 

*-fo+i'J(-:<7J 

wenn 

*•  -  ^ 
1 
and  für  den  Kreta 

_  4V-<* 

X,  - 


iüuinip  mrrn  &wt>ftlrun«    i*a  ,|, 
«äilitsvw    '.irr»  an    .j*  ;>.,;„  _  (| 


r  tlliptücltrn    Wabe. 


;2VÄBf"-^+^ 


o1    "y<*-«o<- »)(•+/»»* 

*  A  >  B  pos.  Bewegt  sich  demnach  der  Bezugspunkt  auf 
i.  Seite  der  x  Axe  vom  Scheitel  der  Ellipse  aas  bis  znm  Ost- 
so  durchläuft  die  Componente  X  die  RealitÄtsliuie  vom  West- 

auB  bis  zu  dem  sehr  kleinen  neg.  Werte —^ Man 

ür  diesen  Fall  auch 


iVABx 


(*-**) 


rauB  für  (  =  r'  und  x  =  r,  wo  r  Behr  gross  ist, 
2nVÄB 


Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  pos.  Seite  der  y  Axe 
innerhalb  der  Ellipse. 
(x  -  0,    t  =  0,    t  =  0,    t' A) 


ä  System  (5)  gibt 


(Weg  eine  Schlinge) 


-«■V^-^btS 


■.niente  dieses  Integrals  sind  alle  positiv,  folglich  ist  auch 
iv,  nnd  weil  auch 

st,  so  nimmt  mit  wachsendem  y  auch  die  Componente  T  zn. 
•  V  ß,  also  für  t'  =  0,  ist  sie  pos.  unendlich  geworden.  Durch - 
mach  der  Bezugspunkt  die  pos.  Seite  der  y  Axe   v  on  y  =  0 


bis  y  —  VB,  so  durchläuft  die  Componc 
t&tslinie  von  0  bis  zum  Ostpnnkte.    Es  i 


• ~~  M+«')(- 

o  "" 

k<  - 

g> 

Der  Bezugspunkt  liege  auf  der 
ausserhalb  der  El 

WO,    .  =  0, 

t'  — 0, 

Aus 

System  (5)  erhält  man 

:-o 

Y^YAByf^- 


V*(u+A}lu 


Weil  dieses  Integral  im  Horizonte  verse 
Schlinge  in  eine  geschlossene  Curve  ui 
wandeln  und  erhalt  so 


'--Wi^-TS* 


und  weil  das  Integral  für  sich  einen  pos. 
Y  für  dieso  Lage  des  Bezugspunktes  ti 
nach  y  erhält  man  den  Ausdruck 


Y=-<LiABy  f~—'- 

as  Integral  für  sich  ciuen  pt 
□  Lage  des  Bezugspunktes 
itlt  man  den  Ausdruck 


griffen.    Setzt  man  y  gleich  der  sehr  gri 
2*YÄE 
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Bewegt  sich  demnach  der  Bezugspunkt  auf  der  pos.  y  Axe  vom 
Scheitel  der  Ellipse  aus  bis  zum  Nordpunkte,  so  durchläuft  die  Comp. 
Y  die  negative  Realitätslinie  vom^Westpunkte  aus  bis  zu  dem  sehr 

kleinen  negativen  Werte  -  ^L*     Man  erhält  auch 


r* 


Y ,/, ,  ,    ;  E,    wenn    k%  —  -r-r- . 

tyu+t)  A+t 

h)    Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  pos.  Seite  der  z  Axe. 

(s-0,    y=*0,    t'=-B,    t" A). 

Man  findet 

-X~0,     F=0, 

und  weil  der  Pol  t  nicht  nicht  zugänglich  ist ,  so  verwandle  man  die 
Schlinge  in  eine  geschlossene  Curve  um  die  Pole  —  4  und  —  B 
und  erhält 

z--ijÄB  f-r—r »- 

(Weg  eine  Curve  um  —  A  und  — -S) 


oder  auch 


^      <  — H      y(t-M)(— Ä— tt)U-f-u) 

Dieses  Integral  zeigt,  dass  die  Comp.  Z  für  pos.  *  negativ  ist 
und  weil   auch  die  Ableitung  von  Z  nach  z  pos.  ist,  so  nimmt  sie 

mit  wachsendem  z  zn  bis  zu  dem  Werte 5 — .    Es  ist  auch 

r 
Z «^=Ä 

(Ä+0VU+*) 

Aus  diesen  Betrachtungen  der  Kraftcomp.  des  ellipt.  Ringes  er- 
geben sich  für  das  Potential  folgende  Schlüsse: 

Bewegt  sich  der  Bezugspunkt  auf  der  pos.  x  Axe  vom  Mittel- 
punkte aus  bis  zum  Scheitel  der  Ellipse,  so  wächst  das  Potential 
beständig  und  zwar  von  dem  pos.  Werte  iy/BK  an  bis  zum  pos. 
Unendlichen.  Wird  hingegen  das  ausserhalb  der  Ellipse  liegende 
Stück  der  x  Axe  in  pos.   Richtung  durchlaufen,  so  sinkt  der  Wert 


derselben  fortwährend  nnd  zwar  vom  pos.  Unendlichen  & 


Potential  ähnlich.     Durchläuft  schliesslich  der  Bczugsp 
:  Aie  vom   Ursprünge  aus  bis  in's  Unendliche,   so   ni 

von  dem  Werte  4  \>'BK  an  fortwährend  ab  and   sinkt 

herab. 

§.  10.    Berechnung  des   Differontialparat 
zweiter  Ordnung. 

Wir  hatten 

(Weg  eine  Schlinge  ans  dem  0.  P.  nm  den  Po 

Weil  für  den  Fall  t  =  t'=Q  der  Integration»* c 
zwischen  den  Polen  t  und  i  hindurch  kann,  ohne  das« 
Integrals  unendlich  wird,  so   müssen  wir  diejenigen  Li 

zugspnnktes,  fftr  welche  <  --=  t'  =>  o  ist,  also  die  FocaleU 
nachfolgenden  Betrachtung  anascblieasen. 

Weil 

dw        1     z_ 

'cx"~  W  A+u' 
so  ist 

«*  -  w  +  * 


folglich 

,  5-V 


A+* ' """ 
^-VIS  f(    — '         +        :)** 

(Weg  eine  BtUingt;  *ut  ft-u*  0»(]wi«ltta  «»  4*;.i 
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Nun  ist 


2  _JL  _  8  log  U +«)(*  +  »)«  a  81°g  P*  _  ?_  .Ü^ 
i4-f-u  **"  3m  du  U  du' 


und 


a;2  3TF 

2W 


"  (A+u)*       '"du* 

BlSO 

1      ,.  JL  _l  _?_  r  _?! 2 /_J_    ^_l  _L.  3_^\ 

t/W*     il-H« ~1~  UW6      U+»)*  VC/*  W»   8t*  ^  ÜW*  8u  / 


ai     .a1 


8     * 


_2    UWt 


und  somit 


8u 

1 


8 


--21/1*1"— 1  Endwert 
"~     *  K  *  *  I  ü  TF8J  Anfangswert 

Weil  nun  aber  auf  der  Südseite  der  Uebergangslinio  (t  ...  O.  P.)  W 
pos.  angenommen  wurde,  so  ist  W  auf  der  Nordseito  ncg.  und  dem- 
nach ist,  wenn  Anfang  und  Ende  des  Weges  im  selben  fernen  Punkte 
der  R.  L.  sich  vereinigen 

ein  Ausdruck,  der  aber  im  Ostpunkto  verschwindet.  Wir  erhalten 
demnach  für  den  ganzen  Raum  mit  Ausnahme  der  Focalellipso  dio 
Gleichung 


§.  14.    Das  Potential   T   des  elliptischen  Ringes   ist  eine  homogene 
Function  ersteu  Grades  der  Grössen  V-4,  yB,  xy  y,  z. 

In  dem  Ausdrucke 

2"  =  iAüf^   (Weg  eine  Schlinge) 


Big l er:  Potential  einer  elliptischen   Walze.  439 

ersetze  man  V  A,  yif,  a?,  y,  z  rosp.  durch  «V-4,  «V^,  ax,  cry,  «a, 
a*u  und  erhält  dadurch 

00 


T"  —  «2  >C45   /  ~^p  —  uT' 


somit  ist 


3T'    .     ,  _  BT'    ,       8T'   .       BT'    .      Bl 


^-V^3S^#  +  V^K7«  +  «  -5T  +  *-*r  + 


* 


a^^^ayi*^*  a*  ^*  By  ^*  a*  * 

Diese  Formel  kann  man  auch  auf  folgende  Weise  ableiten. 

^a»  ^  Ba*       X 

ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  welche  der  gegebenen   ähnlich  ist, 
und 


T«  2«» 


w& 


ist  das  Potential  derselben,  wenn  t,  *',  <"  die  Wurzeln  der  Gleichung 

x*  v*  ** 

jy  8    —    1 _ SL _ 

1  Att%-\-u      Bct*-{-u       u 

und 

U^  —  (^a*  +  u)  (£a*+ t*)t*. 

Man  ersetze  nun  u,  t,  t'f  t"  resp.  durch  a1«,  0%,  aV0,  aV0  und 
erhält 

T=2«^ÄBf^  =  «*T/ABf^ 


U 


(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostpunkte  um  den  Pol  *o), 
wo  nun  die  *o,  4/,  t0"  die  Wurzeln  der  Gleichung 

ik'*-«* ?! yL_ü! 

sind.    Nun  ist  bei  unveränderter  Lage  des  Bezugspunktes  T  offenbar 
eine  Function  von  yAa  und  y Ba.    Es  ist 

T(yA(a+w),  yB(a  +  w))  —  T(yAa,  yfBa) 

BT      .     ._     BT 


+  w(^S7^+v*«7k)  +  m- 


also 

ar  8r      ,    /n     Bt 

3«  ~  VABWAa)  +  yB3(yBa) 
und  somit 
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Weil  nun 

dW       _o^ 

3a    "  W" 
so  ist 


also 


K—mfvv-***f4w* 


=  4^*/w-  2^*/w» 


Ferner  erhält  man  aus  den  früheren  Formeln 

00  00 


du 

UW* 
t 


and  durch  Addition  ergibt  sich 


dTf  dT' 

t'-vaWÄ+vbWb+xX+*y+*z- 

Fortsetzung  folgt  spater. 


; 


XX. 
Miscelle 


Zur  Lehre  rom  perspecti 


Wßnn  die  Vcrbindungsgeradeu  cuts; 
Tetraeder  sich  in  einem  Paukte  sehne 
schnittsgeraden  entsprechender  Seiten  i 
gekehrt.    Solche  Lage  zweier  Tetraeder 

Die  entsprechenden  Kanten  zweier  p 
den  sich.  Der  gemeinschaftliche  Pnnkt 
Kanten  heisst  das  Centram,  —  die  g 
Darchscbnittspankten  entsprechender  K 
Perspectivit&L 

Es  fragt  sich,  ob  umgekehrt  das 
Kanten  die  perspective  Lage  als  eine 
zieht  oder  nicht? 

Es  seien  A  and  A',  B  nnd  B\  C  t 
sprechenden  Eckpunkte,  a  and  a',  b 
die  entsprechenden  Seiten  zwer  Toiraedi 
gewählt,  dasa  z.B.  a  dio  gegennberliogot 
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Misceüen. 


Setzen  wir  voraus,  dass  die  ensprechenden  Kanten  sich  schnei- 


den. 

Wenn  die  beiden  Tetraeder 
keine  gemeinschaftliche  Seite  be- 
sitzen, so  liegen  die  Durchschnitts- 
punkte entsprechender  Kanten  auf 
den  Durchschniitsgeraden  ent- 
sprechender Seiten  (aa\  Tb\  cc7, 

dd%    Irgend  zwei  dieser  vier  Ge- 
raden  schneiden   sich,   da   z.  B. 

aa'  und  auch  bb'  durch  den  ge- 
meinschaftlichen Punkt  der  beiden 


entsprechenden  Kanten   CD  und 

CD'  hindurchgeht.  Aber  die  vier 
Geraden  haben  keinen  gemein- 
schaftlichen Punkt,  also  müssen 
sie  eine  gemeinschaftliche  Ebene 
haben  (Ebene  der  Perspectivität). 


Wenn  die  beiden  Tetraeder 
keinen  gemeinschaftlichen  Eck- 
punkt haben,  so  gehen  die  Ebe- 
nen entsprechender  Kanten  durch 
die  Verbindungeraden  entsprechen- 
der Eckpunke  (Xi7,    BB',   CC', 

DD').  Irgend  zwei  dieser  vier 
Geraden  schneiden  sich,  da  z.  B. 

AA'  und  auch  BB'  in  der  ge- 
meinschaftlichen Ebene  der  beiden 

entsprechenden  Kanten  cd  und 
e'd!  liegt.  Aber  die  vier  Geraden 
haben  keine  gemeinschaftliche 
Ebene,  also  müssen  sie  einen  ge- 
meinschaftlichen Punkt  haben 
(Centrum  der  Perspectivität). 


Wenn  die  beiden  Tetraeder  eine  gemeinschaftliche  Seite  (a  und 
a)  und  darauf  einen  gemeinschaftlichen  Eckpunkt  {B  und  Bf)  haben 
dann  gilt  folgendes. 


Wenn  b  und  b'  nicht  identisch 
sind,  so  liegen  die  Durchschnitts- 
punkte darin  liegenden  entspre- 
chender Kanten  auf  der  Geraden 


Wenn  A  und  A'  nicht  identisch 
sind,  so  gehen  die  Ebenen  der 
durch  sie  gehenden  entsprechen- 
den   Kanten   durch    die   Gerade 


bb.    Also  ist  die  Ebene ,  welche  AÄ  hindurch.  Also  ist  der  Punkt, 

durch   die   Gerade  bb'   und   den  in  welchem  die  Gerade  AA'  die 

Punkt  B  (B')  hindurchgeht,  Ebene  Ebene  a  (<*')  trifft,  Centrum  der 

der  Perspectivität.  Perspectivität. 

Wenn  aber  a   und  a\  b  und  b'   gemeinschaftliche   Seiten,   Ä 
und  A\  B  und  B1  gemeinschaftliche  Eckpunkte  sind,  so  ist 


jede  Ebene,  welche  durch  die 
Grenze  AB  (A'B*)  hindurchgeht, 
eine  Ebene  der  Perspectivität. 


jeder  Punkt,   welcher  auf  der 

Geraden  ab    (a^b1)  liegt ,  ein  Cen- 
trum der  Perspectivität 


Ein  einziger  Fall  blieb  noch  übrig,  wo  die  beiden  Tetraeder  eine 
Seite  (a  und  <i')  und  den  gegenüberliegenden  Eckpunkt  (A  und  Ä) 
gemeinschaftlich  haben  ohno  irgend  ein  gemeinschaftliches  anderes 
Element  zu  besitzen.  Dann  schneiden  sich  die  entsprechenden  Kan- 
ten, aber  die  perspective  Lage  ist  nnr  dann  vorhanden,  wenn 


> 
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dio  beiden  Dreieke  in  der  gc-  die  beiden  Dreikante  am  den 
meinschaftlichcn  Seite  perspectiv  gemeinschaftlichen  Eckpunkt  per- 
sind, spectiv  sind. 

Also  mit  der  einzigen  Ausnahme,  wo  dio  beiden  Tetraeder  bloss 
eine  Seite  und  den  gegenüberliegenden  Eckpunkt  gemeinschaftlich 
haben,  ist  die  Perspectivität  eine  notwendige  Folge  des  Schneidens 
entsprechender  Kanten. 

II. 

Sehen  wir  nach,  ob  zwei  Tetraeder  nicht  in  mehrfach  perspec- 
tiver Lage  sein  können,  je  nachdem  man  das  gegenseitige  Entspre- 
chen der  Eckpunkte  anders  ordnet? 

Wir  wollen  den  Fall  ausschliessen ,  wo  irgend  eine  Seite  des 
zweiten  Tetraeders  durch  eine  Kante  des  ersten  hindurchgeht.  Bei 
passend  gewähltem  Coordinatensystem  sind  dann  die  Gleichungen 
der  Seiten 


a  :      x  ■=-  0,         a! : 
b:      y  =  0,        b': 
c:     z  «•  0,        & : 
d:      <  =  0,        d': 

=  0 

-0 
=  0 

die 

Ebene  der  Perspectivität: 

x+y+< 

!  +  t  —  0 

die 

Coordinaten  des  Centrums: 

A  —  1      ft  —  1*     v — 1       (> — 1 

Pas   Entsprechen    der    Seiten    können   wir    durch   das   Symbol 
ausdrücken. 


(a  b  c  d\ 
ab' cd1) 


Die  Symbole  der  sämtlichen  denkbaren  Perspectivitäton  kön- 
nen hieraus  durch  Pcrniutatiou  der  unteren  Reihe  abgeleitet  werden. 
Die  Grundformen  der  dazu  nötigen  Substitutionen  sind: 

(a')(b')(c\  d') 
<«')(*',  c\  d') 
(«',  b\  c\  d') 
(a',  b')  (c\  d') 

Setzen  wir  nach  einander,  welche  unter  diesen  zu  möglichen 
Per8pectivtÜUeu  führen? 


S 
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1.     Zur  [,b,  jA  -  Perspectivität   wäre  es  nötig,   dass    unter 

andcron    die  Geraden  ac,  a'd'  and  ä<7,    äV  sich   schneiden.    Dies 
führt  zu  den  Bedingungen: 

also  müssten  die  Seiten  c',  d'  zusammenfallen. 

(a  b  c  d\ 
a'c'd'b')'  ^er8PectivitÄt  WÄre  es   nötig,  dass    unter 

anderen  die  Geraden  ab,  a'c'  und  ac,  äTd*  sich   schneiden.     Dann 
wäre  aber 

v  —  1,    p  —  1, 

also  wären  c'  und  d1  identisch. 

ft,  ,w  ,1-Perspoctivität   müssten   unter   anderen   die 
Geraden  ab.  b'c'  und  cd,  d'a*  sich  schneiden,  also 

v-1,    X  —  1 
sein,  dann  aber  würden  a'  und  c   zusammenfallen. 

(a  b  c  it\ 
b'  *d'  ')  '  I>ersPectivität  iflt  e*  nötig,    dass   die  Ge- 
raden oc,  b'd\  {—  ad,  b'c\  bc,  a'd',  —  ta,  a'c'   sich  schneiden.    Es 
müssen  also 

A«     =-=1 

sein.     Die   (  ,  ,,   ,.,]-  Perspectivität  ist    auch   vorhanden,    wenn 
zugleich 

Bei  einem  wahren  Tetraeder  ist  sie  nur  möglich,  wenn 

l   Z=Z   fL   mm   V   mm *    Q   mm    —    1 

ist.    Dann  ist  aber  auch  die  (,/''*'<)*  Perspectivität    vorhanden, 
die  Perspectivität  ist  also  eine  vierfache. 
Die  bisherigen  zusammengefasst: 

1.  Eine  zweifache  Perspectivität  ist  vorhanden,  wenn  unter  den 
Grössen  A,  p,  v,  q  zwei  und  zwei  gleich,  und  die  ungleichen  die 
reeiproken  von  einander  sind. 
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2.  eine  vierfache  Perspectitität  ist  vorhanden ,  wenn 

sind. 

Sehen  wir  diesen  letzten  Fall  etwas  näher  an. 


a:      x  —  0 

a«: 

— «-f-y+«-f «  — 0 

b:     y  —  0 

&': 

«— y+*+*  —  ö 

<? :     s  =»  0 

e'  : 

H~y~*+'  —  o 

d:      *«0 

d': 

*+?+*;—  t  —  o 

die  Ebene  von  (  ,,,  , ,, ) 

!  -  Pen 

u>ectivität:  x4-ö4-a- 

»»         » 


1» 


(ab  e  d\ 

"    U«V«7  "  •+!,-.-«-  0 

"        "    (c'd'a'»')  »  «-,+«-1-0 

Gvjv)  "  ■  -,-.  +  « -0 


W  «  1* 


Die  Centra  der  Perspectivität  sind,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt, die  Eckpunkte  des  durch  die  vier  letzten  Ebenen  gebildeten 
Tetraeders  und  zwar  so,  dass  jeder  Eckpunkt  zur  gegenüberliegenden 
Seite  als  Centrum  gehört 

Wenn  man  —x  statt  x  schreibt,  so  gehen  die  Gleichungen  der 
Seiten  des  zweiten  Tetraeders  in  die  des  dritten  über,  und  umge- 
kehrt. Ein  Merkmal  dafür,  dass  die  drei  Tetraeder  ein  System  bil- 
den, worin  je  zwei  in  vierfacher  Perspectivität,  die  Eckpunkte  des 
dritten  die  zugehörigen  Centra  sind,  ist:  die  Seiten  sind  die  zu- 
gehörigen Ebenen  der  Perspectivität.  Ein  solches  System  von  drei 
Tetraedern  hat  Stephanos  ein  desmisches  genannt*). 

Beiläufig  bemerkt,  schon  bei  der  zweifachen  Perspectivität  be- 
steht der  Satz,  dass  das  Centrum  der  einen  Perspectivität  auf  der 
Ebene  der  anderen  liegt.  Wovon  der  obige  Satz  über  die  Centra 
und  Ebenen  der  vierfachen  Perspectivität  eine  einfache  Folge  ist 

Klausenburg,  December  1885. 

J.  V41yi. 


*)  Stephanos.    Sur  les  systemes  desmiques  de  trois  tltraedres.  Darboux, 
Bulletin  des  sciences  math.  et  astr.     2«   slrie  t.  III.      1879. 


tclier  Beweis  für  die  Erhaltung  des  Doppel  Verhältnisses 
>n  4  Funkten  der  Ebene  bei  linearer  Abbildung. 

rür  Geometrie  nnd  Functionentheorie  vfichtige  Satz  von  der 
des  Doppelverbältnissea  von  4  Punkten  einer  Gaussischen 
■ei  Abbildung  durch  dio  Substitution: 

a  +  ß, 

ol  im  Zusammenhange  mit  Functionen  theoretischen  Be- 
rn (vergl.  etwa  Bobek  Einleit.  in  die  Theor.  eil.  Func- 
als  auch  bei  geometrischer  Ableitung  (vorgl.  6te  Anfinge 
]n's  Cönic  sectious  art.  331)  in  einer  künstlichen  Weise  be- 
indom  besondere  Detcrmiuautcnsatzc  zu  Hilfe  genommen 
•  so  dass  dio  so  einfache  Natur  des  Satzes  nicht  klar  her- 


r  Satz  lässt  aber  eine  ganz  directe  Ableitung  zu,  die  ihn 
als  die  Aussprache    einer   selbstverständlichen  Identität  er- 

lässt. 

Abbildung 

y-f-fo 

wesentliche  Constanten  «:p*:y:o;  demnach  ist  sie  bestimmt 
eimal  3  beiderseitig  entsprechende  Funkte  vorgegeben  sind; 
S  eine  lineare  Abbildung  als  solche  zu  erkennen,  dass  sie 
Punkten 

X  =0,0,08 

tte 

■  —  6,6,6, 

so  ist  sie  auch  jene  einzige  Abbildung,  welche  durch  die 
i  Punkte  bestimmt  ist". 

si  nun  vorausgesetzt,  dass  2mal  4  Punkte  durch  die- 
are  Abbilduug  zugeordnet  seien: 

x  —  0,0,0,04 

■  —  6,6,6,64. 

behaupten:  „Die  die  4  Punkte  vorbindende  Abbilduug  ist 
«res  identisch  mit 


-o,-  \a,— 0,'fi,—  6,/  '«—  bt 


Zum  Beweise  genügt  es  sich  die  Paare  entsprechender  Paukte 
d,fi,  oder  «,;„  oder  a3fcs  eingesetzt  zn  denken  in  vi;  immer  ist  die 
Gleichung  identisch  erfüllt. 

Hiermit  Ut  nun  schon  der  zu  beweisende  Satz  sichtbar  geworden. 
Schreiben  wir  abkürzend: 

«,-»,  v-i, 

T  dg (1,     A, 6, 

so  erhalten  wir: 

*— «i  »— V 

nach   der  Voraussetzung  gehört  aber  ai£4   derselben    linearen    Ab- 
bildung als  Puuktcpaar  an;  daher  ist 


B 

"4— <h  . 

04-0, 

-  e 

® 

3) 

Dividiren  vir  B  dnreh  die  Identität 

so 

erhalten  wir 

-  e 

s, 

"»— <H .  <*t 

1^ 

i», 

— * 

6 

<"*— a»    oj- 

~<H 

"  ü 

was  zn  beweisen  war. 

Munchen,  Harz  1886. 

Constr actio ii  einer  »Hieran  ff  s  weh 

Bekanntlich  kann  aas  dem  Aas 

auf  9  Decimalen  genau  berechnet  w 

7 
Wird  rrr-t  vernachlässigt,  so  ist 
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Miscellen 


13 


w  —  ^T/146  — 3   14159 
(5  Decimalen  genau). 

Mit  Hilfe  folgender  Proportion  kann  nun  2n  constrnirt  werden : 

n  :  13  -  Vl46  :  50 

yTiö  -  Vii*+ 5* 

w:13- Vll*+52:50 
2*  :  13  -  VIi«  +  5*  :  25 


oder  da 


oder 


Damit  jedoch  13  nnd  25  Einzelheiten  in  der  Figur  nicht  aufgetragen 
werden  müssen,  kann  die  Proportion  auch  geschrieben  werden: 


also: 


2«»  "-Vnq^P:* 

2*:3j==Vll»  +  5*:6^ 


Eisenstadt  am  10.  Febr.  1886. 


Moriz  Ferdinand  Bretschneider- 
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Universität  n  Göttingen  vorgelegt  von  Carl  Qoensen  aus  Gandert- 
heim.    (Braunschweig  1885.    Goeritz  u.  zu  Pntlitz)  48  S. 

Die  Schrift  beginnt  mit  einem  b;8toi  Ischen  Rückblick  auf  die 
Entstehung  der  nichteuklidischen  Geometrie  ans  der  Untersuchung 
dar  Ahhingigkoit  der  Axiome  der  Geometrie,  worin  der  Anteil  an 
der  Gestaltung  von  Gauss,  Bolya*,  Lobatechewsky,  Riemann,  Schering 
und  De  HDy  dargelegt,  die  Gegenstände,  um  d;e  es  sich  bandelt 
charakterisiit,  und  die  Grundformeln  aufgestellt  werden,  von  denen 
der  Verfasser  dann  selbst  Gebrauch  macht  Nach  dieser  Einleitung 
geht  sie  sofort  an  die  Lösung  der  folgenden  Aufgaben  durch  Rechnung« 
indem  sie  die  vorgefundenen  Formeln  als  ausreichende  Basis  be- 
trachtet: Die  ünienelemeute  und  die  Raumformen;  die  analytische 
Geometrie  der  Geraden;  Curven  2.  Ordnung,  F-eis,  Gleichungen  der 
Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel,  Tangenten  an  d»ese,  räumliche  Be- 
deatuag  der  allgemeinen  Gleichung  2.  Grades  und  Durchschnitt  von 
Ebenen  md  Kegelfllchcu ;  Inhalt  voo  Flächen  und  Körpern«  nämlich 
von  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel,  KugeL,  geradem  Kegel,  Prismen, 
deren  eine  Begrenzung  eine  Fläche  gleichen  Abstände«  ist  senkrech- 
tem Krascylinder  und  WurfeL  Die  Frage  nach  den  Priucipien  be- 
rührt der  Verfasser  in  keinem  Punkte.  Dass  dieselben  in  der  Ein- 
leitnng  bereits  festgestellt  seien,  kann  er  doch  gewiss  nicht  gemeint 
haben.  Die  Angaben  sind  nur  eben  genügend  um  die  Gegenstände 
für  diejenigen«  welche  die  Quellen  gelesen  haben,  kcnutJicb  zu  machen, 
Da  namentlich  viele  Termini  der  euk'idhcben  Geometrie,  nicht  einmal 
in  erweitertem,  anf  Grand  derselben  exaet  bestimmtet,  andern  durch 
Weglassung  von  Merkmalen  teilweise  unbestimmt  gelassenem  Sinne. 
jedenfalls  so,  dass  sich  die  Bedeutung  nicht  deckt,  gebraucht  *erd<*flf 
so  kitte  man  doch  von  einer  Schrift,  die  so  elementare,  au  die  Fan* 
dämmte  grenzende  Gegenstände  bearbeite  ervaiien  öurfe«,  dass  %U> 
über  ihre  Begrifc  aasreiebende  B*5cbeiü>cLaft  geben  wurd/?,  schon  um 
dem  Verdachte  za  tat&htu ,  da*s  der  Verlas* -r  obne  ebenes  Ver- 
stiadniss  sich  a*f  <üe  Einsicht  seiner  JütLter  seriasst  Der  so  er- 
r^te  Zweifel  gibt  AnJass  eine  voSb  li^e  Ajeusterung  auf  <r*t>r  Hein* 
zu  erwifenea,  die  sonst  *<*j  *J»  -ein  Versei*en  ohne  Ifclanz  w.UUwh 
wire.  Hier  sagt  der  Verfasser  **x%  tAVb**Xw%  \<m  Ouu**r>  ' 
*&***  ""f  Toraassttei,  c*  ktuume  der  wwrn  Wr>keJ  /we*'T  Paral- 
lel» mit  euer  bAtte&mfam  (pendea  sei  <  2//,  »o  M#'  auch  *iw 
in  sich  widerspnehsfreie  Gtt***m  ~  Wk  wiJJ  dwlb«  den  VwW' 
^k  a  «*■«■  öaete»  AatdnKk  ^juen  Ottiankw  wwlM&wUyM'' 

r_^e  fggewwirü^e  Arbeit  int  *»i*t  4k  */*/*,  w*;i*<^  oV  wjp- 
»ssma  Graadfom^t  <,iu*e  fcj-kurvu*  tsr  \/>wW.  *'/«  ktfyAm 
dHrck  ***■■*  btanftö,  «I«  hg  hvi^^f  >*   »vJ  4*  V/MV* 
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der  Mochanik:  Wirkung  und  Gegenwirkung  sind  gleich  —  umgewor- 
fen. Ein  Körper-  und  ein  Actherolement  jagen  vermöge  gegenseitiger 
Einwirkung  hinter  einander  her  und  können  dabei  noch  eine  Arbeit 
verrichten.  In  andern  Fällen  hat  der  Verfasser  es  deutlich  erklärt, 
wo  er  von  gewöhnlichen  Annahmen  abweicht  Bei  dieser  Verletzung 
eines  Grundgesetzes  scheint  er  sich  gar  keiner  Abweichung  bewusst 
geweseu  zu  sein.  Fragt  man  nun,  wie  es  zugehe,  dass  bei  so  vielen 
Rechnungen  der  Fehler  nicht  durch  seine  Consequenzen  an  den  Tag 
kommt,  so  sieht  man  bald,  dass  letztere  stets  durch  Annahmen  be- 
seitigt sind.  Man  soll  sich  vorstellen,  dass  sich  jedes  Körperteilchen 
mit  einer  Hülle  verdichteten  Aethers  umgibt.  Letzterer  wird  von 
erstcrem  angezogen,  stösst  zwar  selbst  das  Körperchen  ab,  aber  von 
allen  Seiten  gleich,  und  die  Abstossung  hebt  sich  auf.  Der  Verfasser 
beweist  analytisch,  dass  der  Gesamtdruck  des  Aethers  auf  einen 
Punkt  constant  sei.  Wovon  sollte  er  auch  abhangen,  da  nichts 
variabeles  genannt  ist?  Er  nimmt  dabei  gleichmäßige  Dichte  des 
Aethers  an  und  hebt  damit  das  Einzige  auf,  was  dem  Satze  einen 
Gedankeninhalt  geben  könnte.  Ueberdies  widerspricht  die  Annahme 
der  vorhergehenden.  Bei  einem  solchen  Verfahren  lässt  sich  nicht 
erwarten,  dass  die  Wärme-  und  Lichttheörie ,  wie  wir  sie  besitzen, 
gefördert  sein  könnte,  und  es  hat  kaum  Interesse  das  Weitere  zu 
verfolgen.  Die  gegenwärtigen  Einführungen  zeigen  einige  Aehnlich- 
keit  mit  Redtenbacher's  Dynauiidcnsystem ,  doch  ist  letzteres  weit 
klarer  durchdacht  Hoppe. 


Die  Algebra  in  natürlicher  Herleitung.  I.  Jahres-Cursus  als 
Leitfaden  zum  Unterricht  in  der  5.  Lateinklasse.  Von  Aug.  Mo- 
roff,  k.  Studienlehrcr.  Programm  der  Kgl.  Bayer.  Studien- Anstalt 
Landshut  für  das  Studienjahr  1883/84.    48  S. 

Die  Unterrichtsmethode  wird  als  feststehende  Doctrin  in  con- 
cinncr,  logisch  wissenschaftlicher  Sprache  vorgetragen,  und  eine 
grössere  Anzahl  Erläuterungs-  und  Uebungsbeispiele  sehr  mannich- 
faltigcr  Art  dazu  gegeben.  Die  Themata  sind:  Die  Einfuhrung  der 
allgemeinen  Zahlen,  das  Auf-  und  Abzählen  in  der  nach  unten  und 
oben  unbegrenzt  vorausgesetzten  Zahlenreihe  ,  Operationszeichen  und 
Qualitätszeichen,  Reductionen  und  Gegenreductionen ,  Division  und 
Uebergang  zur  allgemeinen  Bruchreihe.  Wenn  die  kategorische  Hin- 
stellung einer  Methode,  die  zwar  recht  reiflich  durchdacht  sein  mag, 
doch  Motivirang  in  manchen  Punkten  erwarten  Hess,  so  kann  wol 
die  Verteidigung  im  Schlusswort  am  wenigsten  Befriedigung  ge- 
währen; denn  diese  ist  mit  Uebergehung  aller  Verständigung  so 
zelotisch  gehalten,  dass  der  Leser  kaum  daraus  entnehmen  kann,  um 


Lßtterxtrüdur  BeridU  /X  7 

welche  Frage  es  sich  handelt;  sie  scheint  bloss  für  einen  besondern, 
dem  Verfasser  bekannten  Kreis  von  Schulmännern  bestimmt  zu  sein. 

Hoppe. 

Graqipiatische  Regeln  zur  leichten  und  sicheren  Lösung  der  ein- 
|  fachen    uiyi  zusammengesetzten   Regeldetrie,   der   Prozent-,   Zins-, 

}  Rabatt-,  Diskonto-  und  Tara-Rechnung.  Von  P.B.Richter,  Mathe- 

j  matiker.    Halle  a.  S.    1883.    H.  W.  Schmidt.    21  S. 

L 

Die  hier  vorausgesetzte  Methode  ist  die  der  Zerlegung  jeder 
Aufgabe  in  eine  Succession  von  Fragen,  Uebergang  von  der  gegebe- 
nen Zahl  zur  Einheit,  von  dieser  zur  verlangten  Zahl.  Die  Fragen 
sind  in  allen  diesen  Rechnungsarten  immer  wiederkehrend  dieselben, 
die  Schlüsse  einfach  und  nicht  leicht  zu  verfehlen.  Das  Gemeinsame 
soll  bei  der  Behandlung  nicht  verhüllt  werden.  Was  noch  besonders 
zu  beachten  ist,  stellt  die  kleine  Schrift  in  Regeln  zusammen, 

H. 


p 

i 


YTie  studirt  man  Mathematik  und  Physik?   Von  einem  Lehrer 
der  Mathematik.    Leipzig  1885.    Rossberg.    32  S. 

Dieser  Ratgeber  beschränkt  sich  erklärtermassen  auf  den  Fall 
wo  das  examen  pro  facultate  docendi  Ziel  des  Studiums  ist.  Der 
erste  und  grössere  Teil  der  Schrift  ist  allgemeiner  Natur;  es  wird 
nur  in  der  Ausübung  der  Pflichten,  die  keinem  Studenten  unbekannt 
sind,  grösserer  Ernst  und  Genauigkeit  beim  Studium  der  Mathematik 
und  Physik  für  notwendig  erachtet  als  bei  andern  Fächern.  Weiter- 
hin aber  wird  sachliche  Auskunft  erteilt  über  Bildungsmittel,  Ein- 
richtungen, Anforderungen,  Verordnungen  u.  s.  w.  und  über  einen 
zweckmässigen  Studienplan  speciell  Rat  gegeben.  Im  Anhang  sind 
die  von  den  Professoren  der  Mathematik  an  der  Universität  Leipzig 
veröffentlichten  „Bemerkungen  über  die  mathematischen  Vorlesungen 
zum  Abdruck  gebracht  H. 


Quadratura  circuli  demonstrata.  Von  F.  Girhu.  Mit  8  litho- 
graphischen Tafeln.    Würzbuis,  Wien  1885.    Leo  Woerl.    22  S. 

Es  wird  zuerst  die  Construction  einer  geraden  Strecke  durchweg 
verständlich  und  nicht  miszudeuten,  angegeben,  welche  nach  Be- 
hauptung des  Verfassers  dem  Quadranten  des  gegebenen  Kreises  genau 
gleich  sein  soll.  Sie  erfordert  ziemlich  viele  Hülfslinien,  ergibt  aber, 
wenn  man  die  Rechjrang  anstellt,  schon  Abweichung  in  zweiter  Brach- 
ste, ist, also  jmch  approximativ  vpn  keiner  Anwendung.    Bei  der 


t» 
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das  Bach ,  ohne  vorbereitende  Teile ,  unmittelbar  die  Principien  der 
Hydrodynamik  in  Angriff  nimmt  und  zu  einer  gewissen  Vollständig- 
keit bringt  Der  Uobersetzer  hat  einige  Capitel  hinzugefügt,  sonst 
keine  wesentliche  Aenderang  vorgenommen.  Innere  Reibung  4st  von 
Anfang  ausgeschlossen,  dagegen  variabelo  Dichte  berücksichtigt  Die 
successiven  Themata  sind:  Die  Dcwognngsgleichangen,  ihre  Integra- 
tion in  besondern  Fällen,  die  relative  Bewegung  der  Teilchen,  Po- 
tential bewegung,  Bewegung  der  Flüssigkeit  nach  2  Dimensionen,  Be- 
wegung fester  Körper  in  sincr  Flüssigkeit,  Wirbelbewegung,  Wellen- 
bewegung in  incompressibler  Flüssigkeit,  Wellen  in  der  Luft,  innere 
Reibung.  H. 


Technik. 


Sammlung  geometrischer  Instrumente,  deren  Zweck,  Construction 
und  Gebrauch.  Als  Beigabe  zum  Kalender  für  Messkunde,  heraus- 
gegeben von  Max  Clouth,  Geometer.  Trier  1884.  Selbstverlag. 
1.  Heft    180  8. 

Die  ganze  Sammlung  enthält  die  Abbildungen  von  43  Theodo- 
liten, 56  Nivellirinstrumenten,  8  Bonssolen,  15  Messtischen  und  Kipp- 
regeln, 15  Markscheiderinstrumenten,  10  hydrometrischen  Instrumen- 
ten, 10  Luftdruck-Höhenmessern,  9  Pantographen,  4  Transporteuren, 
15  Flächenberechnungsinstrumenten.  Zu  besserer  Uebersicht  sind 
diese  Abbildungen  mit  kurzen  Notizen  über  Dimensionen  und  Eigen- 
tümlichkeiten nach  Angabe  der  Mechaniker  vorangestellt;  dann  folgt 
der  Text,  betreffend  die  Teile  und  ihre  Aufstellung,  nebst  den  zu- 
gehörigen Durchschnitts-  und  Detail-Abbildungen.  H. 

Repetitorium  der  Mathematik  und  Elektricitäts-Lehre.  Für  die 
Bedürfnisse  der  Eisenbahn -Praxis  elementar  behandelt  von  J.  Krä- 
mer, Ingenieur,  Docent  für  Elektrotechnik  am  höheren  Curse  der 
Fortbildungsschule  für  Eisenbahn-Beamte.  Mit  127  Abbildungen. 
Wien,  Pest,  Leipzig  1884.    A.  Hartleben.    176  S. 

Das  Buch  enthält  die  notwendigen  Vorkenntnisse  zum  Studium 
der  Elektrotechnik.  Hierzu  gehört!  zuerst  die  Mathematik:  sie  ist 
vorzugsweise  nach  der  Seite  der  directen  Rechnung  hin  entwipkelt 
bis  zur  Integration  der  Functionen.  Dann  folgt  die  Elektrioitäts- 
lehre  mit  allgemein  physikalischer  Einteilung,  hierauf  eine  chrono- 
logische Tabelle  der  Entdeckungen,  zuletzt  einige  numerische  Ta- 
v~n«n.  fl. 


LäterarücJxr  Beriekt  IX.  11 

Arithmetik  der  elektrischen  Beleuchtung  von  R.  E.  Day,  M.  A. 
Professor  der  Expcrimcntal-Pbysik  an  King's  College,  London. 
Aatorisirte  deutsche  Ausgabe.  Ans  dem  Englischen  übersetzt  von 
Ingenieur  Carl  Seh  lenk,  Adjnnct  am  technologischen  Gewerbe- 
Mnseum.  Herausgegeben  vom  Technologischen  Gewerbe-Museum  in 
Wien.    Wien  1884.    Carl  Graeser.    107  8. 

Das  Vorliegende  ist  eine  Aufgabensammlung  für  die  elektro- 
dynamische Rechnung.  Der  Verfasser  hat  gefunden,  dass  Schüler 
durch  Rechnung  von  Beispielen  sehr  schnell  in  den  Besitz  der  Prin- 
cipien  und  Gesetze  der  Experimentalphysik,  sowie  in  den  der  Kennt- 
nisse von  Details  kommen,  und  gibt  diese  Sammlung  zu  dem  Zwecke 
heraus,  dass  sie  zur  Uebung  dieser  Unterrichtsmethode  dienen  soll. 
Die  Beispiele  beziehen  sich  nach  einander  auf  den  elektrischen  Lei- 
tungswiderstand von  Drähten  nnd  Lampen,  Intensität  von  Strömen 
im  einfachen  Stromkreise,  Wärmewirkung  des  elektrischen  Stromes 
im  einfachen  Stromkreise,  nützliche  Arbeit  im  einfachen  Stromkreiso, 
combinirte  elektrische  Stromkreise.     Hierauf  folgen  einige  Tabollou. 

IL 


Vermischte  Schriften. 

Bulletin  de  la  Societe  Mathematiquo  de  France,  publie  par  les 
secretaires.  Tome  XII.  Annee  1883  —  84.  Paris  1884.  Au  siege 
de  la  societ6. 

Der  12.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

M.  d'Ocagne:  Ucber  dio  graphische  Bestimmung  dos  Träg- 
heitsmoments der  ebenen  Flächenstücke.  —  Geometrische  Unter- 
suchung der  Verteilung  des  Drucks  um  einen  Punkt  in  einem  recht- 
eckigen Stabe  und  in  einem  Stück  Erde.  —  Uebor  eine  Reihe  mit 
alternirendem  Gesesetze.  —  Ucber  die  mittlere  Gerade  eines  Systems 
beliebig  auf  einer  Ebene  liegender  Geraden. 

David:  Ucber  eine  Transformation  der  linearen  Differential- 
gleichung beliebiger  Ordnung. 

E.  Picard:  Ueber  eine  Gruppe  von  Transformationen  der  auf 
derselben  Seite  einer  Ebene  liegenden  Punkte  des  Raumes.  —  Ueber 
die  Form  der  Integrale  der  Differentialgleichungen  1.  Ordnung  in 
der  Nähe  gewisser  kritischer  Punkte.  —  Bemerkung  über  dio  Rc- 
duetion  der  abelschen  Integrale  auf  die  elliptischen. 

L.  Raffy:  Ueber  die  invarianten  Transformationen  der  ellipti- 
schen Differentiale. 
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irgendwo  findet  Was  hingegen  durchweg  anberührt  bleibt,  ist  die 
Frage  nach  den  Begriffen  und  Principien,  die  stets  ohne  Prüfung 
vorausgesetzt  werden.  Die  Ucbersetzung  ist  vortrefflich  in  jeder  Be- 
ziehung. H. 


Beitrag  zur  Auswerthung  bestimmter  Integrale  mittelst  Ver- 
änderung des  Weges.  Von  Dr.  J.  H.  Graf,  Privatdoceut  an  der 
Universität  Bern  und  Lehrer  an  der  Lerberschule.  Separatabdruck 
aus  den  Mittheilungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern. 
Bern  1884.    Huber  u.  Cie.    31  S. 

Diese  Schrift  hat  die  Bestimmung,  an  einzelnen  Beispielen  die 
Vorzüge   der  Methode   zu   zeigen,   welche    durch  Veränderung  des 
Weges  die  Werte  von  Integralen  findet.    Sie  beginnt   mit  der  Her- 
/    leitung  der  Formel: 

r(a)r(l-a)<         * 


sin  an 

und  wendet  sich  dann  zur  Behandlung  des  Integrals 

/  e-*1  dx 

für  unendliche  Grenzen.  Jene  Formel  ist  schon  durch  Reihenent- 
wickelung, gültig  für  reelle  und  imaginäre  a  leicht  zu  beweisen. 
Setzt  man  den  Reihenausdruck  der  rechten  Seite  als  bekannt  voraus, 
so  ist  schwerlich  Anlass  nach  kürzerem  Verfahren  zu  suchen.  Da 
man  jedoch  auch  umgekehrt  diesen  Reihenausdruck  finden  kann,  in- 
dem man  den  Wert  der  linken  Seite  nach  anderer  Methode  ermittelt, 
so  hat  die  Anwendung  der  in  Rede  stehenden  Methode  in  der  Tat 
sichtlich  Interesse,  und  erscheint  als  geneignetes  Beispiel  die  Frucht- 
barkeit derselben  aus  Licht  zu  stellen,  mehr  als  die  dann  folgenden 
Betrachtungen,  welche  doch  allzuwenig  Resultate  aufweisen.  Beweise 
der  obigen  Formel  durch  Umformung  des  Integrationswegs  hatten 
schon  Schläfli  und  Schönholzer  gegeben.  Der  gegenwärtige  wird  als 
ein  noch  einfacherer  aufgestellt.    In  dem  Integral 


--/ 


.  öc0-1  dx 

r<a)r<i-a)-  /  rfT  =  s 


geht  x  von  0  nach  Osten,    dann  einmal  mit  südlicher,   einmal  mit 
nördlicher  Ausweichung  nach  Westen,  woraus  bei  Substitution  bzhw. 
<*n  e~inX)  ei7lx  für  x  erhalten  wird: 
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<t*~ldx 


und  nach  Subtraction: 

OD 


Nach  Hinzufügung  des  ganzen  Horizonts  über  Süd,  Ost,  Nord,  West 
ergibt  sich  rechts  2in,  übereinstimmend  mit  der  Formel.         H. 


Die  Determinanten  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Algebra 
bearbeitet  von  Dr.  H.  Kaiser  in  Dieburg.  Wiesbaden  1885.  J. 
F.  Bergmann.    23  S. 

Die  Schrift  gibt  nach  einander  die  Schreibung  und  den  entwickelten 
Ausdruck  der  Determinanten   2.  und  3.  Grades,  die  Auflösung  der 
linearen    Gleichungssysteme   von   2   und  3  Unbekannten,   d.  h.  das 
blosse  Resultat  mit  Beispielen,  die  Elimination  der  Unbekannten  desgl., 
allgemeine   Bemerkungen,    d.  h.  allgemein  gültig,  aber   nur  speciell 
beobachtet,   einige   leichte   Transfermationen,   Yertauschuug  zweier 
Reihen,  zwei  gleiche  Reihen,   dann  Beweis  des  Vorstehenden.    Der 
Verfasser  hat  unbestritten  darin  Recht,  dass  die  Determinantenrech- 
nung grosse  Vorteile  bietet,  und  dass  es  sich  in  bedeutendem  Um- 
fange der  Anwendung  nur  um  Determinanten  2.  und  3.  Grades  han- 
delt   Er  scheint  aber  gar  nicht  überlegt  zu  haben,  an  welcho  Be- 
dingungen jene  Vorteile  geknüpft  sind.    Die  erklärte  Bedeutung  und 
die  Gleichungsauflüsung  gibt  dem  Anfänger  der  Algebra   kein   Ge- 
setz, sondern  nur  complicirte  Ausdrücke,  über  die  er  durch  die  will- 
kürliche Zusammeufa8sung  von  Tennen  schwerlich    eine  Uebersicht 
gewinnt;  er  wird  durch  sie  nicht  gefördert,  denn  die  Auflösung  ist 
als  geschehen  vorausgesetzt    Den  nachfolgoudou  Sätzen,  welche  nur 
einen  Teil  der  elementarsten  Eigenschaften  der  Determinanten  geben, 
fehlt  jede  Anwenduug  und  werden  dem  Schüler  als  zwockloso  Düfto- 
leien  erscheinen  ;    die  nachträglichen  Beweise  babon  keinen  rechten 
Gegenstand,  denn  dass  jenes  Resultat  herauskommt,  musste  der  Schüler 
schon  durch  eigene  Rechnung   erfahren  haben  um  es  zu  verstehen. 
Der  Nutzen  der  Dcterminautentbeorie  kann  dem  Schüler  erst  zugute 
kommen,  nachdem  einiger  Sinn  für  algebraische  Formen  gowockt  ist, 
nnd   er   die  Lehre  von   den  Permutatiouen   und   Substitutionen   go- 
trieben  hat,  was  doch  nur  in  der  obersten  Glassc  der  höhern  Unter- 
richtsanstalten geschehen  kann.     Von  der  vorliegenden  Bearbeitung 
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M.  d'Ocagne:  Ueber  die  graphische  Auswertung  der  Träg- 
heitsmomente der  ebenen  Flächenstücke.  —  Geometrische  Unter- 
suchung der  Verteilung  der  Spannungen  um  einen  Punkt  in  einem 
rechtwinkligen  Stabe  und  in  einem  Haufen  Erde.  —  Ueber  eine  Reihe 
von  alternirendem  Gesetz.  —  Ueber  die  Mittelgerade  eines  Systems 
von  öeraden  in  einer  Ebene.  —  Ueber  die  isometrischen  Trajectorien 
einer  Geraden  in  Bezug  auf  gewisse  Systeme  ebener  Curven.  — 
Ueber  die  homologischen  reciproken  Polarcurven. 

David:  Ueber  eine  Transformation  der  linearen  Differential- 
gleichung beliebiger  Ordnung. 

E.  Picard:  Ueber  eino  Transformationsgruppe  der  Punkte  des 
Raumes,  welche  auf  derselben  Seite  einer  Ebene  liegen.  —  Ueber 
die  Form  der  Integrale  der  Differentialgleichungen  1.  Ordnung  in  der 
Nähe  gewisser  kritischer  Punkte.  —  Bemerkung  über  die  Reduction 
der  abelschen  Integrale  auf  elliptische. 

L.  Raffy:  Ueber  die  invarianten  Transformationen  der  ellipti- 
schen Differentiale. 

E.  Lern o ine:  Einige  Eigenschaften  der  Parallelen  und  Anti- 
parallelen der  Seiten  eines  Dreiecks.  —  Ueber  die  pseudosymmetri- 
schen Zahlen. 

P.  Tannery:  Note  über  eie  Theorie  der  Gesamtheiten. 

E.  Goursat:  Ueber  die  Integration  eiuiger  linearen  Gleichungen 
mittelst  doppelperiodischer  Functionen.  —  Ueber  die  Reduction  der 
hyperelliptischcn  Integrale. 

H.  Poincarä:  Ueber  die  Reduction  der  abelschen  Integrale.  - 
Bemerkungen  über  die  Anwendung  der  vorhergehenden  Methode  (von 
Appell).  —  Ueber  die  Darstellung  der  Zahlen  durch  Formen. 

Tschebischeff:  Ueber  die  algebraischen  Brüche,  welche  die 
Quadratwurzel  einer  Variabein  zwischen  gegebenen  Grenzen  annähernd 
darstellen.  —  Ueber  die  Transformation  der  rotatorischen  Bewegung 
in  Bewegung  auf  gewissen  Linien,  mit  Hülfe  articulirter  Systeme. 

E.  L  e  b  o  n :  Ueber  die  Construction  der  Tangente  in  einem  An- 
fangspunkte des  Schattens ,  welchen  ein  hohler  Cylinder  oder  Kegel 
auf  sich  selbst  wirft  —  Antwort  auf  eine  Note  von  Rouch6. 

P.  Appell:  Ueber  eine  elementare  Methode  die  Entwickelungen 
der  elliptischen  Functionen  in  trigonometrische  Reihen  zu  erhalten. 
(Hierzu  die  Bemerkungen  von  Poincarä.)  —  Ueber  die  sphärische 
Kettenlinie. 
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P.  A.  Mac  Maboa:  Ueber  Perpctaaate«  (2  Ahaaadlaagea)* 

Morgan  Jeakias:  Kote  aber  Prof.  Sylvester*»  coastracü\v> 
der  Teilaogeu. 


JL  L.  Daniels:  Dritte  Kote  ttbwr  Weierrtraar  Theorie  der 
eKftisGbea  Fooetia&ea. 

C  Yeneziaai:    Aassag  aas  etat»  Briefe   von  M   Horato; 
Kote  n  demselben. 
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F.  Brioschi:  Ueber  die  Transformation  dor  hypcrelliptischen 
Functionen  I.  Ordnung.  —  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Reducirten 
der  Modulargleichung  8.  Grades.    (2  Noten.) 

Giulio  Pittarelli:  Ueber  die  Note  von  Spottiswoode:  „Ueber 
die  Invarianten  und  Covarianten  einer  durch  quadratische  Substitution 
tran8formirton  Function." 

A.  Morghen:  Veränderungen  im  Werte  des  Trägheitsmoments 
eines  Körpers  infolge  der  ungleichen  Verteilung  der  Materie  in  ihm. 
(2  Noten.) 

A.  Cancani:  Ueber  das  Hygrometer  von  Edelmann. 

E.  Narducci:  Ein  kleiner  Tractat  über  die  Division  nach  dem 
System  des  Abacus,  geschrieben  in  Italien  vor  dem  12.  Jahrhundert 

P.  Pizzetti:  Ueber  conforme  geographische  Darstellungen. 
(2  Noten.) 

L.  Palazzo:  Ueber  den  Fehler  in  der  Methode  der  Deflexionen 
infolge  der  Abweichung  des  Auf  hängefadens  von  der  Verticaie.  (2  Noten.) 

G.  Battagliui:  Ueber  eine  Anwendung  der  Theorie  der  qua- 
dratischen binären  Formen  auf  die  Integration  der  elliptischen  Diffe- 
rentialgleichung. —  Ueber  die  bilinearen  binären  Formen. 

G.  Agamennone  und  F.  Bonetti:  Ueber  die  Deformation 
eines  Glasgefässes  durch  inneren  Druck.    (2  Noten.) 

Philipp  Keller:  Ueber  die  Temperaturerhöhung  durch  Her- 
abfallen des  Wassers. 

E.  Gesütro:  Ueber  einige  arithmetische  Determinanten.  —Neue 
Untersuchung  der  arithmetischen  Determinanten.  H. 

Nova  Acta  Regiae  Societatis  Scientiarum  Upsaliensis.  Seriei  tertiae 
Vol.  XII.  Fase.  I.  1884.    Fase.  n.  1885. 

Der  12.  Band  enthält  folgende  mathematische  Abhandlungen. 

G.  Dillner:  Ueber  die  Integration  der  Differentialgleichungen 
des  konischen  Pendels.  —  Ueber  die  Entwicklung  einer  analytischen 
Function  für  eine  Grenzlinie  der  Convergenz,  welche  einförmige  Un- 
endliche als  einzige  kritische  Punkte  umschliesst. 

M.  Falk:  Beweis  des  Cauchy'schen  Satzes  über  das  Integral 
einer  complexen  Function. 

A.  Söderblom:  Ueber  die  Drehung  eines  Rotationskörpers 
um  einen  festen  Punkt.  —  Ueber  die  elliptischen  Functionen  {(«*). 


A.  Berger:  reber  eine  Snmmatioa  einiger  Reihen. 

X.  LinAkog:  reber  die  Drebang  eine«  starren  Kurptist.  jm 
dem  keine  Krida  wirken,  am  einen  festes  Paakt  EL 


Acta  Ifafbemafea  Zeitscbrift  beraaagegeben  von  G.  ÄLTta.f- 
L  ef fler.  &  Stockholm  1885.  F.  n.  G  Beyer»  Berlin,  Ma?*c  i. 
Mftüer.    Paria,  A.  Hennann. 

Der  6.  Band  entbftk  folgende  AhhaartTnngen. 

J.  Molk:  Ueber  einen  Begriff,  welcher  den  der  Teilbarkeit  «*- 
üaart,  and  aber  die  allgemeine  Tbeorie  der  Elimination» 

P.  daBois-Rejntoad:  Ueber  den  Begriff  der  Länge  einer  C 

K.  Weierstrass:  Heber  die  Tbeorie  der  eüiptiechen  Fi 


C.  Bange:  Zar  Tbeorie  der  eindeutigen  analytischen  Fan* 
Zar  Tbeorie  der  analytiachen  Fanctioo.  —  Entwick^lnng  dxr  W\ 
einer  algebraischen  Gkkbnng  in  Sanum  ron  rackranlen  Fanetravn 
der  Coefiiexenten. 

Sopbie  KowaLewsku    Uelxr  <ü*  Brechung  <fes  Lachte*  in 
krjutaHinifffhen  y*f^» 

T.  J.  Stieltjet:  Lxa  Sau  *iÄT  Ai^fcra.  —  D:«*r  jpe*ii*e  P*- 
lynone,  welche  eine  Un*ar*  bdUt*nfu£^,j*.hti*j(  z,  Ordnnjg 
and  aber  die  Tfceorie  i#*r  Laote'****  F  wuefc****. 


M.  A.  Stera:  Ein*  BtaKrfeMf  vi*r  1a  )»<*#  **«««** 
IL  Weber:  Zar  TW.*>t  4*r  *t~>c*dU*  FanOMbe*. 
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arU  de  Belgv1*r,  £z-*  *;^t*.  *-  ^a  k  >J  >;i  > ii/  l*«:  ;W 
Braxeiles  life.  t^>^    J-   H*y/ 

Der  6.  7.  utf  *,  fc^  <&*:*«*<>/,*  *l  ***^u  **/+#%**.  Lrv:S*  * 
Folgendem 

IL  Catalaa:  %atf^  u**  yfc— *  Wy>  *%*  Ar.wv***  ***** 
Algebra.  6.  —  fco*^  ^v^  m«/  v^  Z^ssu-jkj/fjk  7  JLi>**&c*w, 
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IX. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik« 

Henrici,  J.,  die  Erforschg.  der  Schwere  durch  Galilei,  Huygens, 
Newton  als  Grundlage  der  rationellen  Kinematik  u.  Dynamik.  Leip- 
zig, Teubner.    60  Pf. 

Ofterdinger,  L.  F.,  Johann  Gottlieb  Friedrich  v.  Bohnen- 
berger.    Tübingen,  Fues.    50  Pf. 

Oppert,  J.,  die  astronom.  Angaben  der  assyr.  Keilinschriften. 
Wien,  Gerold's  S.    30  Pf. 

Rü  hl  mann,  M.,  Vorträge  üb.  Geschichte  d.  techo.  Mechanik. 
Schlusslfg.    Leipzig,  Baumgärtner.    4  Mk.;  cplt  geb.  14  Mk. 

Sammlungen» 

Gräfe,  F.,  Aufgaben  u.  Lehrsätze  aus  der  analyt  Geometrie 
d.  Punktes,  der  geraden  Linie,  d.  Kreises  u.  der  Kegelschuitte. 
Leipzig,  Teubner.    2  Mk.  40  Pf. 

Kleyer,  A.,  vollst,  gelöste  Aufg.-Sammlg.  a.  allen  Zweigen  der 
Rechenkunst  etc.    183.— 194.  Hft.    Stuttgart,  Maier.    ä  25  Pf. 

Sammlung  v.  Formeln  aus  d.  Gebiete  der  Algebra,  Geometrie, 
Stereometrie,  Trigonometrie,  Mechanik  u.  Astronomie.  Würzburg, 
Stahel.    50  Pf. 

Steuer,  W.,  e.  Sammlung  angewandter  Aufgaben  f.  d.  Kopf- 
rechnen, nebst  ausführl.  Lehrgang  f.  Kopf-  u.  schriftl.  Rechnen. 
2  Hfte.    Breslau,  Woywod.    2  Mk.  50  Pf. 

Tabellen. 

Gauss,  F.  G.,  fünfstellige  vollst  logarithmische  u.  trigono- 
metrische Tafeln.    23.  An*.    Halle,  Strien.    2  Mk. 
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Geschichte  der  Mathematik  rnvl  ffijwlk, 

Diophaotos  of  AJexaadria ;  a  study  in  tb#  bWwf  ut  gwk 
algebra.  By  T.  L.  Heatk,  B,  A,  %*to>\%*  *A  'tritiity  (MU'itßi,  Um- 
bridge.  Edited  for  the  Syadka  tA  tb*  «ttiwsfty  pn**,  ttoiibrlrigii 
1885.  Deighton  BeU  «od  Co.  Lotd*»,  V.  i,  U*y  *«4  *'/«,  l<«lp/ljft 
F.  A.  Brockhai». 

Als  Hauptteil  des  Boebes  ist  b*Y*H»  \*irv\M ,  mUm  von 
der  Lehre  des  Diophantos  bändelt,  wftbr«n4  d*#  übrig«  *U  liN^rUi  he 
Einleitung  bezeichnet  ist  Dia*  sucht  /,n*f#t  d*#  Jahrhundert,  in 
welchem  er  lebte,  durch  Schlüsse  an«  #iwd»*tt  Hellen  zu  «miilli^ihi. 
Einige  Data  ans  seiaem  Leben  sind  dwA  «I»  Kplgramm  erhalten, 
Die  Zeit  der  Bearbeitung  seiner  Werk*  M»g*g<M  Ut  In  weitem  Um* 
fange  ungewiss.  Sie  blieben  damals  nnbeaebUit  und  (Mim  in  Ver- 
gessenheit  Naeh  vorläufiger  Annahm«  wird  «r  als  Zeitgenosse  des 
Pappos  in  die  letzte  Hälfte  des  dritten  Jahrhunderts  v  100  Jahre  vor 
Theon  und  Hypatia,  gesetzt.  Man  weis*  überhaupt  von  2)  Werken 
des  Diophantos:  von  13  Büchern  der  Arithmetika,  dem  Werke  über 
die  Polygonalzahlen  und  den  Porlsmeu.  Von  Jonen  13  Büchern  exl- 
stiren  noch  6,  von  der  Schrift  über  Polygoualzablou  nur  ein  Frag- 
ment, Porismen  finden  sich  nur  in  der  Arithmetik ,  das  Buch  selbst 
scheint  verloren.  Es  wird  vormutet,  dass  die  vcrloreiicu  2  Worko 
Teile  der  Arithmetik  gewesen  sind.  Im  Vorliegenden  gebt  ein  Capi- 
tel  sehr  vielseitig  auf  die  Untersuchung  dieser  Schriften  im  allge- 
meinen ein,  das  nächste  stellt  die  alten  Schriften  über  Diophantos 
zusammen.  Von  da  an  beginnt  die  Darlegung  seiner  Lohro  selbst 
Diese  betrifft  die  Auflösung  der  Gleichungen,  und  zwar  der  bestimm- 
ten bis  zum  3  ton,  der  unbestimmten  bis  zum  6ten  Grade.    Die  Ge- 

▲reh.  d.  Math       "        "  Heike,  Teil  IIL  lieft  S.  * 
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suchte  heisst  (xqi&iioq,  ihr  Quadrat  övvanig,  rergaycnvog,  ihr  Kubus 
xvßog,  abgekürzt  geschrieben  und  daraus  die  4te,  5te,  6te  Potenz, 
multiplicativ  zu  verstehen,  zusammengesetzt,  die  Ote  Potenz  (idvag. 
Die  Goefficienten  werden  hinter  diese  Potenzen  in  gewöhnlichen 
griechischen  Zahlzeichen  gesetzt;  die  Terme  folgen  ohne  Pluszeichen 
auf  einander;  für  minus  existirt  die  Abkürzung  Xsitp,  auch  t|/;  das 
Zeichen  für  die  Gesuchte  ist  das  Schlusssigma.  Die  bestimmten 
Gleichungen  gelten  für  aufgelöst,  sobald  nur  eine  Radicirung  bleibt 
Deren  Ausführung  fehlt;  es  werden  nur  Grenzen  für  die  Wurzeln 
angegeben,  doch  muss  der  Begriff  der  Irrationalen  vorausgesetzt 
werden.  Von  Mehrheit  der  Lösungen  ist  nie  die  Rede,  und  zwar  ist 
die  angenommene  Lösung  stets  positiv.  Ebenso  wenig  ist  der  Ge- 
danke zu  erkennen,  dass  gewisse  Gassen  von  Gleichungen  lösbar 
seien.  Es  werden  nur  numerisch  bestimmte  Beispiele  behandelt,  und 
zwar  im  Anfang  die  am  leichtesten  lösbaren  Falle  gew&hlt  Die  Lehre 
von  den  unbestimmten  Gleichungen  besteht  aus  Aufgaben,  welche 
fordern,  Functionen  einer  oder  mehrerer  gesuchter  Rationalzahlen  zu 
Quadraten  oder  Kuben  zu  machen.  Es  werden  öfters  mehrere  solche 
Forderungen  an  das  System  gestellt.  Die  Porismen  unterscheiden 
sich  von  diesen  Aufgaben  als  zahlentheoretischo  Lehrsätze.  Von 
diesen  sind  einige  aufgeführt.  Der  Verfasser  stellt  nun,  nach  Charak- 
terisirung  der  Methoden  des  Diophantos,  dessen  Leistungen  zusammen 
mit  seinen  Vorgängern,  dann  mit  der  nachfolgenden  Algebra  der 
Araber,  und  gibt  zuletzt  Auszüge  aus  allen  6  Büchern  der  Arithmetik. 
Die  Schrift  von  Ueath  verdient  durch  Sorgfalt,  Vielseitigkeit  und 
richtige  Auswahl  des  Beachtenswerten  hohe  Anerkennung.  Von  ihren 
Vorgängern  ist  eine  grosse  Anzahl  aufgeführt,  wiewol  nur  auf  wenige, 
wiederholt  nur  auf  Nesselmann  „Die  Algebra  der  Griechen"  Berlin 
1842  Bezug  genommen.  H. 

Verba  filiorum  Moysi,  filii  Sekir,  id  est  Maumeti,  Hameti  et 
Hasen.  Der  über  trium  fratrum  de  geometria.  Nach  der  Lesart 
des  Codex  Basileensis  F.  II,  33  mit  Einleitung  und  Commentar  her- 
ausgegeben von  Maximilian  Curtze,  M.  A.  N.,  Oberlehrer  am 
Königl.  Gymnasium  zu  Thorn.  Mit  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten.   Halle  1885.    Leipzig,  Wilh.  Engelmann. 

Das  Buch  der  drei  Brüder  besteht  aus  19  Sätzen  über  den  In- 
halt des  Dreiecks,  des  Kreises,  des  Kegels,  der  Kngel  und  der  Ober* 
flächen  beider  nebst  Beweisen;  ursprünglich  arabisch  geschrieben 
ist  es  in  lateinischer  Uebersetzung  von  Gerhard  von  Cremona  hier 
publicirt  in  den  Nova  Acta  der  Ksl.  Leop.-Carol.  Deutschen  Akademie 
der  Naturforscher  zu  Halle.  Die  3  Verfasser  lebten  in  der  ersten 
Hälfte  des  9.  Jahrhunderts  und  empfiengen  ihre  Ausbildung  am  Hofe 
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des  Kalifen  Almamun,  wo  ihr  Vater  Mosa  ibn  Shakir  eine  hohe 
Stellung  erhalten  hatte.  Sie  erklären,  das«  sie  in  ihrem  Bache  nur  solche 
Satze  ausführlich  geben  wollen,  welche  in  der  damaligen  Zeit  noch 
unbekannt  waren,  wenn  sie  auch  die  Alten,  d  h.  die  Griechen  schon 
bewiesen  hatten;  sie  betonen  aber  energisch,  dass  die  von  ihnen  ge- 
führten Beweise  der  Sätze,  mit  angegebenen  Ansnahmen,  ihr  geistiges 
Eigentum  seien.  In  der  Einleitung  wird  dies  zum  Teil  bestritten 
und  zwar  in  dem  Sinne,  dass  die  Beweise,  denen  wir  den  Vorzug  vor 
den  im  Altertum  bekannten  geben  müssen,  nur  der  Originalgestaltung 
der  Theorie  des  Archimedes  entsprechen.  Was  indes  für  diese  Ver- 
mutung angeführt  wird,  zeigt  nur,  dass  die  Araber  ihr  Studium  auf 
die  Geometrie  der'  Griechen  gegründet  haben,  spricht  aber  nicht 
im  mindesten  gegen  ihre  eigene  Productivität ,  so  sehr  sich  auch 
darin  die  Art  des  griechischen  Verfahrens  zu  erkennen  gibt.  Am 
Schluss  hat  der  Herausgeber  für  jeden  der  19  Satze  Erläuterungen 
hinzugefügt,  welche  dem  Verständniss  sehr  zu  statten  kommen. 

H. 

Die  Entwickelung  der  Mathematik  in  den  letzten  Jahrhunderten. 
Ein  Vortrag  beim  Eintritt  in  den  akademischen  Senat  der  Universität 
Tübingen  am  29.  April  1869  gehalten  von  Dr.  Hermann  Hanke  1, 
vorm.  ord.  Professor  der  Mathematik  in  Tübingen.  Zweite  Auflage 
mit  einem  Vorwort  von  Dr.  P.  du  Bois-Reymond,  ord.  Professor 
der  Mathematik  an  der  Universität  Tübingen.  Tübingen  1884. 
Franz  Fues.    27  8. 

Die  erneute  Ausgabe  dieses  Vortrags  kann  man  wol  von  mehr 
Gesichtspunkten  rechtfertigen  und  willkommen  heissen  als  fon  dem, 
welcher  in  der  Vorrede  allein  geltend  gemacht  wird.  Der  Tendenz, 
für  welche  er  begeistert  eintritt,  kann  man  zustimmen  oder  nicht; 
immer  ist  es  ein  Gewinn,  dass  sie  sich  so  offen  darstellt,  wie  es  hier 
geschieht.  Die  Zustimmung  betrachtet  die  Vorrede  als  selbstverständ- 
lich; dagegen  erscheint  ihr  die  andauernde  Befriedigung  mit  dem  ob- 
jeetiveu  Urteil,  und  von  dieser  Seite  der  Wert  für  spätere  Zeit  frag- 
lich. In  der  Tat  stellte  sich  einer  befriedigenden  Charakterisirung 
des  neuesten  Eutwickelunsgganges  der  Mathematik  mehr  als  eine 
Schwierigkeit  entgegen.  Nicht  nur  war  der  Vortragende  durch  die 
Rücksicht  auf  seinen  Hörerkreis  an  niedere  Voraussetzungen  des 
Verständnisses  gebunden ;  sondern  er  hatte  auch  ein  Thema  gewählt, 
das  im  Grunde  zu  einem  reifen  Urteil  einen  Blick  in  die  Zukunft 
der  Wissenschaft  erforderte,  da  ja  die  Bedeutung  der  neuesten  Lei- 
stungen sich  durch  Ziele  bestimmt,  die  noch  nicht  erreicht  sind,  und 
erfahrungsmässig  die  actuellen  erfolgreichen  Wege  sich  weit  vom 
ursprünglichen  Ziele   entfernen.    In  solcher  Lage  bietet   sich  dem 
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Redner  die  Auskunft  dar,  seine  Urteile  so  allgemein  and  anbestimmt 
zu  fassen;  dass  er  im  ungünstigsten  Falle  doch  immer  Recht  behält 
Hankel  tut  das  Gegenteil :  er  spricht  seine  Meinung  deutlich  and 
präcis  aus ;  meistens  in  treffender  Weise ;  wo  sie  aber  auch  bestritten 
werden  kann,  ist  doch  stets  damit  der  Weg  zur  Entscheidung  ge- 
bahnt Der  Vortrag  besitzt  einen  objectiven  Inhalt,  der  ihm  wol  mehr 
dauernden  Wert  sichert  als  jene  gerühmte  W&rme  der  Begeisterung. 
Wozu  letztere  den  blind  folgenden  Hörer  antreibt,  das  ist  eine  Ein« 
seitigkeit,  von  der  wir  nicht  wünschen  können,  dass  sie  die  herr- 
schende werde.  Wer  aber  unparteiisch  den  oft  nur  im  Nebensatz 
eingeführten  Einwand  gleich  der  befürworteten  Ansicht  prüft,  der 
wird  finden,  dass  Hankel  nicht  die  andre  Seite  im  dunkeln  zu  lassen 
bemüht  ist,  sei  es  auch  dass  er  manche  Einw&nde  übersehen  haben 
mag.  Hankel'8  Hauptsatz  ist:  Die  Mathematik  schafft  erst  aus  sich 
heraus  die  Welt,  in  der  sio  forscht.  Als  von  aussen  gegeben  erscheint 
nur  Raum,  Zeit  und  Grösse,  und  diese,  meint  der  Unkundige,  ent- 
halten kein  Problem.  Daher  gilt  letzterem  die  Mathematik  für  eine 
geistlose  Trivialität,  während  audere  Wissenschaften  an  Problemen 
arbeiten,  die  jedermann  einigermassen  bekannt  sind.  So  erklärt  denn 
der  Verfasser  den  Ruf,  in  welchem  die  Mathematik  bei  der  Mehrzahl 
der  Gelehrten  stände,  die  Geringschätzung  die  ihr  überwiegend  ent- 
gegenträte, einzig  dadurch,  dass  die  Bekauntschaft  mit  der  Mathe- 
matik von  Seiten  der  Schüler  und  Gelehrten  in  auderm  Fache  auf 
die  Elemente  beschränkt  ist,  so  dass  denselben  der  reiche  Geistes- 
inhalt ganz  verborgen  bleibt  Da  der  Verfasser  sogleich  darauf  über- 
geht, die  Studircnden  der  Mathematik  auf  den  Universitäten  seien  in 
dieser  Qinsicht  besser  gestellt,  so  brauchen  wir  bei  der  Einseitigkeit 
jenes  Erklärungsgrundes  nicht  zu  verweilen.  Doch  knüpft  sich  daran 
die  ununterbrochen  durchgeführte  pädagogische  Ansicht,  bei  den  Ele- 
menten dürfe  man  sich  nicht  zu  lange  aufhalten.  Zu  den  Elementen 
rechnet  man  aber  vielleicht  alle  Organe  der  Wissenschaft,  so  dass 
der  erteilte  Rat  dahin  aufgefasst  werden  kann,  man  solle,  ohne  erst 
viel  Zeit  und  Mühe  auf  diese  zu  verwenden,  über  sie  hinweg  zu  den 
höchsten  Problemen  eilen,  da  sie  ja  bei  den  Fortschritten  der  Wissen- 
schaft bald  ontbehrlich  würden.  Diese  Deutung  bestätigt  sich  weiter- 
hin immer  mehr:  in  der  Tat  enthüllt  sich  durchweg  die  Tendenz, 
das  gründliche  Studium  dessen,  was  jetzt  noch  für  das  Centrum  der 
Wissenschaft  gehalten  wird,  als  minder  wichtig  erscheinen  zu  lassen. 
Der  Verfasser  ist  nicht  der  erste,  welcher  in  Schwärmerei  fttr  die 
neuesten  Producte  der  höhern  Mathematik  behauptet:  der  „königliche 
Weg"  zum  Verständniss  der  Mathematik,  von  welchem  bekannter- 
massen  Euklid  zum  Ptolomäus  sagte,  dass  er  nicht  existire,  sei  ge- 
funden, d.  h.  das  mühevolle  Erlernen  sei  nicht  mehr  nötig.  Auch 
hier  hat  er  das  Gegenteil  nicht  verschwiegen,  nur  steht  es  an  an- 
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derer  Stelle;  er  bat  dem  Hörer  völlige  Freiheit  gelassen,  ob  er  den 
lockenden  Illusionen  folgen   wüL     Die  Geschichte   der  Mathematik 
wird  mit  einem  Blick  in  du  Altertum  begonnen.    Die  Beispiele    von 
Thaies,  Pythagoras,    Piaton,  Euklide»   sollen   den  Satz  dartnn:    die 
Mathematik  als  Wissenschaft  verdankt   ihren  Ursprung   nicht  prakti- 
schen Forderungen  ägyptischer  Staatswirtaehaft,  sondern  dem  idealisti- 
schen Bedürfnisse  griechischer  Philosophen.    Hätte  Hankel  statt  der 
Landesvermessung  die  Astronomie  auf  Seiten  der  praktischen  For- 
derungen augefahrt,   so  wurde   die  Behauptung  wol  nicht  so  unbe- 
denklich erschienen  sein.    In  Wirklichkeit  haben   wir  es  stets  mit 
mehr  als  einer  Ursache  au  tun:  der  Baum  kann  nicht  ohne  Sonne, 
aber  noch  viel  weniger  ohne  Erde  wachsen  nnd  gedeihen.    Dass  die 
ideelle  Forschung  die  Leitung  durch  den  praktischen  Nutzen  nicht 
entbehren  kann,  zeigt  sich  an  mancherlei  Terirrnngen  der  Specnlation. 
Anch  der  Verfasser  erwähnt  solche,  nur  gibt  er  der  Bemerkung  keino 
Folge.     Zwischen   der  alten   nnd    neuen  Mathematik   setzt   er  den 
charakteristischen  Unterschied,  dasa  die  Alten  stets  speciell  nnd  einen 
Fall  nach  dem  andern  untersachten,   nnd  ausschliesslich  synthetisch 
fortsebritten.     Das  analytische  Verfahren,  welches   die  Probleme  ali- 
mittelbar allgemein  aoffaast  und  die  zur  Lösung  erforderlichen  Organe 
in  schaffen   sucht,  ist  ein  Prodnct   der  Neuzeit,  von  Descartes  die 
Bahn  dazn  eröffnet    Als  hervorragendstes  Beispiel  wird  das  Problem 
an  eine   beliebige  Cnrve  Tangenten  zu  ziehen  genannt,  welches  die 
Differentialrechnung   als  Organ  hervorrief.     Es  ist  bezeichnend  für 
die  Tendenz  der  Schrift,  dass  der  Verfasser,  obgleich  er  Newton  mit 
Leibniz  gleichen   Anteil  an   der  Entdeckung   zuschreibt,   doch   die 
Floxion  nur  als  Name  anfuhrt,  von  einem  entsprechenden  Problem  der 
Mechanik  aber  kein  Wort  sagt    Hier  wie  spater  vermeidet  er  es 
sichtlich,  an   ein  Zeugniss  dafür  zu  erinnern,  dass  die  Mathematik 
Probleme  von  aussen  empfangt    Ad  andrer  Stelle  werden   xwnr  Hin 
aus  der  Astronomie  stammenden  Probleme  erwähnt,  d 
Einfluss  eingeräumt.    Ein  wesentlicher  Fortschritt  in 
heit  der  Auflassung  war  die  Einführung  des  Function 
Euler.    Ihm  gegenüber  wird  in  Lagrange  der  Fortschri 
gefunden.    Hieran  knüpft   sich  ein  Hinblick  auf  die 
des  Producirens.    Der  Verfasser  sieht  das  Verfehlte  n 
splitternug.    In  weit  grösserem  Masse  wird  aber  wol  i 
dem  Nutzen  ausser  Augen  gesetzt  bei  der  Verfolgung  • 
die  auf  willkürlicher  Einführung  beruhen.    Da  dio  Te: 
trags  sehr  nach  einer  solchen  Production   hindrängt 
Verfasser  allen   Grund   sich   zn  erklären,  ob   er  dies 
Grenzen  hinaus  billigt.    Zwar  geht  er  anf  die  Frage 
Willkür  begrenzt;  doch   setzt  er  dabei  einerseits  voi 
Grenzen  nirgends  überschritten  seien,  andrerseits,  dai 
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weiss  Dicht  woher,  bestimmte  Probleme  cxistiren,  an  deren  Lösung 
gearbeitet  wird,  z.  B.  das  Gesetz  der  Primzahlen;  in  neuerer  Zeit 
habe  man  gelernt  uneinnehmbar  scheinende  Festungen  zu  umgehen, 
.  mau  macho  erst  Streifzüge  in  die  Umgebuug  und  finde  später  den 
Punkt,  von  dem  aus  sie  zugänglich  sind.  Dies  wird  an  einer  Anzahl 
gut  ausgewählter  Gegenstände  dargetan.  Das  Folgendo  charakterisirt 
die  Beteiligung  der  einzelnen  Nationen  am  Aufbau  der  Wissenschaft, 
dann  einzelne  Schritte  in  deren  Entwicklungsgang.  Eine  erschöpfende 
Vorführung  darf  man  nicht  erwarten ;  es  ist  schon  viel  geleistet,  data 
Einiges  so  allgemein  verständlich  dargestellt  werden  konnte.  An 
grundsätzlichen  Aeusserungen  kommt  nur  noch  eine  vor:  „Die  Ma- 
thematik hat  die  Tendenz  nach  allen  Richtungen  hin  ins  unendliche 
zu  wachsen.  Sie  besitzt  kein  begrenztes  bestimmtes  Ziel,  weil  sie  es 
nicht  mit  einem  positiv  gegebenen  Materiale  zu  tuu  hat  etc.u  Alle 
3  Urteile  siud  zu  bestreiten.  Die  Tendenz  jeder  Wissenschaft  ist 
auf  ihre  Einheit  gerichtet,  wenn  sie  sich  auch  factisch  immer  weiter 
ausdehnt  Können  wir  auch  nicht  ein  Ziel  als  einziges  aufstellen,  so 
sind  doch  die  bewussten  Ziele  immer  bestimmt  und  begrenzt  Das 
positivo  Material  wird  der  Mathematik ,  wenn  auch  zumtcdl  sehr 
vermittelt,  vou  der  Naturwissenschaft  gegeben.  Der  Verfasser  äussert 
den  Wuusch,  dass  der  Bau  der  Mathematik  kein  Babylonischer  Turm- 
bau werden  möge.  Dann  hätte  er  auch  jenem  nicht  [die  Tendenz  des 
letztem  beilegen  sollen  über  alle  Grenzen  zu  wachsen.  Es  fehlt  iu 
unsern  Zeiten  nicht  an  Erscheinungen,  die  uns  Grund  geben  jenen 
Urteilen  entgegenzutreten.  Ungefährlich  mag  es  scheinen,  wenn 
Schriftsteller  ohne  Zweck  und  Ziel  Spaziergänge  in  das  unbegrenzte 
Gebiet  der  8ynthesis  ausführen.  Ist  das  Ergebnis«  ohne  Wert,  so 
werde  sich  niemand  die  Mühe  geben  in  ihre  Fusstapfen  zu  treten, 
jeder  spaziren  wo  es  ihm  gefällt  Doch  schon  Hankel  erkennt  oineu 
Schaden  im  Ueberwuchern  der  unnützen  Produetion  ohne  ihn  gerade 
näher  zu  bezeichnen.  Wird  einmal  das  Ignoriren  im  grossen  zur 
Notwendigkeit,  so  richtet  es  sich  nicht  mehr  nach  dem  Wert  der 
Sache,  soudern  nach  dem  Ansehen  der  Person,  der  Fortschritt  wird 
im  dunkeln  gehalten,  und  es  entspinnt  sich  ein  Kampf,  in  welchem 
die  wissenschaftliche  Wahrheit  beiseite  bleibt.  Am  Schlüsse  wendet 
sich  der  Vortragende  an  die  akademische  Jugend  mit  der  Aufforderung 
ihrer  Kraft  zu  vertrauen,  unter  dem  Sinnspruch:  „Es  wächst  der 
Mensch  mit  seinen  höhern  Zielen."  Soll  dieser  Spruch  wahr  sein, 
so  muss  er  auch  an  rechter  Stelle  iu  rechter  Beziehung  gesagt  wer- 
den. Der  Zaunkönig,  der,  wie  die  Fabel  erzählt,  sich  vom  Adler 
emportragen  lässt,  um  ihn  dann  zu  überflügeln,  wächst  nicht  mit 
seinem  höhern  Ziele.  In  ähnlichem  Falle  befindet  sich  der  Anfänger 
der  höhern  Analysis,  der  ohne  eine  Ahnung  vom  wirklichen  Inhalt 
das  ganze  Gebiet  als  Hörer  durcheilt  bis  zu  den  höchsten  Problemen ; 
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er  wird  davon  keinen  Gewinn  haken,  alt  Ober  äeselben  mitnprecben 
zu  können,  die  Methoden  nachahmen  und  im  Vertanen  aof  fremde 
Einsicht  an  die  Richtigkeit  der  Schlüsse  glauben,  bis  sie  sieh  ein- 
mal  falsch  erweisen.  In  welchem  Sinne  nun  hier  die  höhern  Ziele 
zn  verstehen  sind,  geht  ans  dem  Zusammenhang  unzweifelbeft  hervor: 
nicht  von  Forschung,  sondern  von  Aneignung  vorhandener  Doctrin 
ist  die  Rede,  auf  den  SUdienplaa  haben  die  Ziele  Bezog,  Hankel 
erkennt  als  richtig  an,  daas  der  Anfänger  erst  in  den  Fundamenten 
recht  sicher  zu  Hause  sein  müsse,  mit  der  Einschränkung  jedoch, 
dass  es  nicht  nötig  sei  jeden  Stein  der  Fundamente  zu  kennen,  Mit 
eiliger  Erwähnung  der  Warnung  ist  es  ihm  genug,  und  die  Einschritt» 
knng  anullirt  sie  völlig;  denn  nach  ihr  braucht  sich  der  Stu  iirende 
keine  Rechenschaft  über  die  Berechtigung  des  Verfahrens  zu  geben, 
Bezeichnend  ist  insbesondere,  dass  die  Fundamente  mit  diesem  blo- 
ssen Namen  abgetan  sind,  daas  also  von  der  Existenz  bestimmter 
Principien  der  Analysis,  mit  welchen  sich  der  Btudirende  vertraut  zn 
machen  hat,  keine  Bede  ist  Aus  alledem  ist  zu  ersehen,  dass  Im 
Sinne  des  Vortrags  die  Ziele  sich  nicht  auf  eine  stetige  Entwicklung 
beziehen ,  sondern  damit  das  Mitmachen  des  genialen  A (Herflug*  g* 
meint  ist  Ueber  die  ganze  Schrift  aber  kommen  wir  zn  einem  l/rtdl, 
dem  von  P.  du  Bois  gerade  entgegengesetzt.  Sie  enthalt  auftsw- 
ordentlich  viel  Tüchtiges  in  der  Charakterisiruog  <Ut  Weg«  thr 
Mathematik;  ihre  Tendenz  aber  ist  die  offenste  Agitation  tut  <U<n 
Zweck,  den  studirenden  Mathematiker  so  unselbständig  ah  fftfgJHi 
zu  machen.  Uoppu, 

Bulletino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  mstomfttJ'JM*  t* 
fisiche.  Pubblicato  daß.  Boncompagni.  Tomo  X V 1  Mtoma  i HH4, 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche. 

Der  17.  Band  enthalt  folgende  Abhandlungen, 

E.  Narducci:  Ueber  den  „Tractatus  iphaerao"  de«  Barth»  - 
lomaeus  von  Parma,  Astronomen  des  13,  Jahrhunderts f  und  tön*r 
andre  Schriften  desselben  Verfassers.  Tractatus  »plmwan.  1,  und 
2.  TeiL 

A.  Favaro:  Von  einigen  Beziehungen  zwischen  OaJUao  OaüM 
und  Federico  Cesi  illustrirt  mit  ungedruckten  Doeumouton,  -  -  \Mwr 
den  Tod  des  Marco  Velsero  und  Ober  oinigos  Besonder*  aus  (Wim 
Leben  des  Galileo.  —  Vorgieichung  der  OalUeianlscheu  Mannscrlpte 
in  der  Sammlung  Libri-Aschbnrnam  in  Florenz. 

A.  Genocchi:  Aussagen  von  C.  F,  Gauss  über  die  quadrati- 
schen Formen  YY+nZZ.  —  Sätze  von  Sophio  Germain  übor 
die  biquadratischon  Residuen. 
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A.  Genocchi  and  S.  Realis:  Ueber  einen  ungenauen  Satz 
von  Sophie  Germain. 

Ch.  Henry:  Pierre  de  Carcavy,  Vermittler  von  Fermat,  Pascal 
und  Huyghens,  Bibliothekar  de  Colbert  und  des  Königs,  Directoren 
der  Akademie  der  Wissenschaften.  —  Nachtrag  dazu. 

C.  le  Paige:  Correspondenz  von  Ren6-Fran$ois  de  Sluce, 
zum  erstenmal  publicirt  mit  einer  Einleitung. 

Steinschneider:  Studien  über  Zarkali. 

B.  Boncompagni:  Ueber  das  Leben  und  die  Arbeiten  von 
Francesco  Barozzi. 

Besonders  herausgegeben  sind  die  Abhandlung  von  Narducci  Aber 
den  Tractatus  sphaerae  nebst  Text  und  die  2  Aufsatze  von  A.  Ge- 
nocchi über  Gauss  und  Sophie  Germain. 

Zu  ihnen  stehen  in  naher  Beziehung  2  Noten,  oine  von  Ge- 
nocchi in  den  Atti  della  R.  Accademia  dello  Scienze  di  Torino, 
vol.  XX.,  die  andre  von  P.  Mansion  in  der  Revue  des  questions 
scieutifiques,  1884,  gleichfalls  besonders  herausgegeben.  Erstere  ist 
betitelt:  Due  lettere  di  G.  F.  Gauss,  pubblicate  dal  Principe 
B.  Boncompagni  —  letztere  betrifft  einen  Brief  von  C.F.Gauss 
an  Dr.  Heinrich  Wilhelm  Mathias  Olbers  datirt  aus  Braunschweig 
den  3.  September  1805,  publicirt  von  B.  Boncompagni  nebst  einer 
Abhaudluug  über  denselben  in  den  Atti  deir  Accademia  pontificia  de* 
Nuovi  Lincei,  tom.  XXXVI. 

Beide  Artikel  enthalten  eine  grosse  Anzahl  interessanter  Notizen 
über  Gauss  und  andere  Mathematiker.  H. 


Sur  un  manuscrit  du  Vatican  du  XIV6  siöcle  contenant  un  traite 
de  calcul  empruntä  ä  la  metbode  „gobariu.  Lettre  de  M.  Henri 
Narducci  a  M.  Aristide  Marre,  Extrait  du  Bulletin  des  Scieuces 
math.  2e  särie,  t  VH.  1883.    Paris  1883.    Gauthier- Villars. 

Der  arabische  Name  der  Methode  wird  lateinisch  durch  pulvis 
ausgedrückt  Der  Verfasser  halt  sie  für  einen  Uebergang  vom  Abacus 
zum  Algorithmus.  Alle  mitgeteilten  Stellen  des  Manuscripts  haben 
astronomische  Rechnung  zum  Gegenstand.  H. 

Bibliotheca  Mathematica  herausgegeben  von  Gustaf  Encström. 
1884.  Stockholm,  F.  u.  G.  Beijer.  Berlin,  Mayer  u.  Müller.  Paris, 
A.  Hermann. 
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Diese  neue  Zeitschrift  erscheint  seit  1884  jährlich  in  4  Nummern, 
neben  den  Acta  Mathematica  von  Mittag- Leff ler.  Sie  liefert  ein 
alphabetisches  Vcrzeichniss  der  neu  erschienenen  mathematischen 
Werke,  Abhandlungen  und  Aufsätze.  Auf  diese  folgen  noch  Referate 
und  Reccnsionen  und  manches  andre.  Unter  den  vermischten  No- 
tizen ist  zuerst  angekündigt: 

Notice  sur  un  m6moire  de  Chr.  Goldbach,  rolatif  ä  la  som- 
mation  des  sfries,  publik  k  Stockholm  en  1718. 

Chr.  Goldbach  ist  geboren  1699  in  Königsberg,  gestorben  1764 
iu  Moskau.  Von  der  genannten  Schrift  findet  sich  ein  Exemplar  in 
der  Bibliothek  der  öffentlichen  Schule  zu  Linköpiug,  betitelt:  Speci- 
alen methodi  ad  summas  serierum.  Sie  ist  1718  in  Stockholm  ge- 
druckt und  besteht  aus  2  Sätzen,  nämlich:  1.,  Die  Summe  der»  — 1 
ersten  Tenne  der  Reihe 


ist 


.  (*— 1)(*-2)  A     , 
ii, +  («-1)411!  +  - f^ dh*+-- 

(*  —  1)%+ J72 "*  "*"•*• 


2.,  Die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  ist 


ac* — 2az~{-b 

lftsst  sich  genau  summiren,  wenn  Va*  —  b  eine  ganze  Zahl  ist 

Der  Herausgeber  macht  in  Atti  dell'  Acc.  Pont  d.  N.  Line 
XXXVIII.  dem  Fürsten  Boncompagni  von  dem  Funde  Mitteilung. 
Hierauf  erschien  in  demselben  Bande  Folgendes: 

Intorno  alla  Bibliotheca  Mathematica  del  D\  Gnstavo  Eneström 
rapporto  di  B.  Boncompagni.    Roma  1885. 

Die  Schrift  enthält  teils  die  genannte  Ankündigung  nebst  der 
vorstehenden  Notiz,  teils  andre  Notizen  aus  der  Bibl.  Math. 

H. 


Die  Erforschung  der  Schwere  durch  Galilei,  Huygens, 
Newton  als  Grundlage  der  rationellen  Kinematik  und  Dynamik 
historisch-didaktisch  dargestellt  von  JuliusHenrici.  (Beilage  zum 
Jahresbericht  des  Heidelberger  Gymnasiums  für  das  Schuljahr  1884— 85.) 
Leipzig  1885.    4°.  40  S. 
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Es  ist  unstreitig  ein  höchst  lohnendes  Unternehmen,  eine  Ueber- 
sicht  über  die  sich  so  schnell  folgenden  Entdeckungen  zu  geben, 
durch  welche  eine  Wissenschaft  wie  die  Dynamik  aus  den  rohesten 
Anfängen  in  so  kurzer  Zeit  zu  fertiger  principieller  Gestaltung  ge- 
langte, daher  auch  sehr  dankenswert,  dass  sich  der  Verfasser  einer 
solchen  Arbeit  unterzogen  hat  Dass  er  zur  Darstellung  nicht  den 
biographischen,  sondern  den  theoretischen  Faden  gewählt  hat,  wird 
man  durch  den  Ausfall  gewiss  ganz  gerechtfertigt  finden.  Er  behan- 
delt nach  einander,  mit  Entwickelung  der  Ansichten  der  Entdecker: 
die  Fallbewegung,  das  erste  Beispiel  gleichförmig  beschleunigter  Be- 
wegung; die  Wurfbewegung  als  erstes  Beispiel  der  Zusammensetzung 
der  Bewegungen;  den  Fall  auf  schiefer  Bahn  und  die  Pendelbewegung 
als  erste  Beispiele  unfreier  Bewegungen ;  die  Centralbeschleunigungen 
der  Weltkörper;  gegenseitige  Beschleunigungen  zwischen  allen  Kör- 
pern; das  Beharrungsgesetz,  eine  Folgerung  aus  der  Bewegung  ohne 
Fallbeschleunigung;  das  Gewicht  als  beschleunigende  Kraft;  das  Ge- 
wicht als  bewegte  Masse;  die  Veränderlichkeit  der  Schwerkraft  und 
Unveränderlichkeit  der  Masse ;  die  Intensität  der  Gravitationsbeschleu- 
nigung als  Mass  der  Masse;  Kraft  und  Masse  in  der  theoretischen 
Mechanik.  Die  Abfassung  lässt  an  einfacher,  präciser  Logik  einiges 
vermissen.  Der  Unterschied  zwischen  Kinematik  und  Dynamik,  von 
dem  die  Schrift  überflüssigerweise  und  eher  zum  Nachteil  der  Deut- 
lichkeit so  viel  spricht,  hat  in  dem  hier  behandelten  Forschungsgebiet 
kaum  Bedeutung;  er  würde  nur  bei  Zurückgehen  auf  Coppernicus 
hervortreten.  Die  ersten  Fragen  von  Galilei  sind  dynamische:  das 
Gesuchte  ist  und  bleibt  stets  die  Kraft,  obgleich  ihr  analytischer  Aus- 
druck nach  verschiedenen  Irrungen  erst  später  gefunden  ward,  and 
der  Name  Kraft  dafür  in  Geltung  kam.  In  Zusammenhang  damit 
ist  auch  der  für  alle  allgemeine  exaeto  Erkenntniss  so  wichtige  Be- 
griff der  Hypothese  schief  aufgefasst,  indem  die  Abhängigkeit  von 
einer  Hypothese  als  Mangel  der  Theorie  betrachtet  wird,  während  im 
Gegenteil  die  Hypothese  eine  Errungenschaft  ist,  durch  welche  erst 
die  individuelle  Beobachtung  zur  allgemeinen  Erkenntniss  führt  Hier- 
auf beruht  auch  die  Schwierigkeit,  in  welcher  sich,  den  Schlusswor- 
ten zufolge,  der  Verfasser  bei  Bestimmung  des  Massenbegriffs  befindet 
Er  meint,  die  Analytiker  der  Mechanik  empfänden  dieselbe  nicht, 
weil  sie  sich  nicht  mit  den  Elementen  befassten.  In  der  Tat  aber 
beruht  sie  nur  auf  ungenügender  logischer  Orientirung  und  Vorurteil. 

Hoppe. 

Julius  Klaproth's  Schreiben  an  Alexander  von  Humboldt 
über  die  Erfindung  des  Kompasses.  Aus  dem  französischen  Original 
im  Aaszuge  mitgctheilt  von  Dr.  Phil.  Armin  Wittstein.  Leipzig 
1885.    T.  0.  Weigel.     49  S. 


ST 

Die  Scfcrift  to»  Haproth  eathilt  die  gesaat*  tttforistt*  Ut*^ 
sucbun*  der  Entdeckungen  der  Eigenschafte,  des  Magnets,  auf  *^ 
cheTdie  Tcrsckiedcnem  Verwenduagen  dos  Compasses  beruhen.    W^ 
stein  hat  davoa  eine  freie  Bearbeitung  in  deutscher  Sprache  gelk^ 
«nd   in    besserer  Ucbersicht   die  Eutdeckuiigsgesehichte  in    die   ^r 
ostasmtischen,  westasiatiseben  aad   europäischen   Völker   eing*toUf 
Man  ersieht  daraus,  dass  die  Frage  nach  der  Ertindang  des  Com. 
passes  eine  sehr  vielteüige  ist  nnd  in  einem  genügenden  Urteil  oin 
Sieben  auf  die  geringsten  Spuren  nicht  entbehrt  werden  kau^  da 
die  Kenntnisse  sich  nicht  stetig  fortgepflanrt  in  haben  scheinen.    Wir 
können  hier  nur  auf  diese  Schrift,  welche  die  vielseitigsten  %  grün- 
lichsten  und   sorgfältigsten   Untersuchungen    aber    den  Gegenstand 
enthalt,  aufrnerksam  machen,  ohne  nähere  Mitteilungen  daraus  m 
geben.  H. 

Kurxgefasste  Geschichte  der  Arithmetik  und  Algebra,  Eine  Er- 
gänzung zu  jedem  Lchrbucbe  der  Arithmetik  und  Algebra,  Von 
Eichard  Klimpert,  Seminarlehrer  in  Bremen.  Mit  in  den  Text 
eingedruckten  Figuren.    Hannover  1885.    Carl  Meyer.    70  S. 

Das  Buch  handelt  am  ausfuhrlichsten  Ton  den  Anfangen  des 
Zählens  und  den  Zahlbezeichnungen  im  Altertum  und  bei  den  ver- 
schiedenen Völkern,  umfasst  aber  das  gesamte  Rechnen  des  Altertums 
und  Mittelalters,  und  erstreckt  sich,  obwol  nur  in  der  Kürze,  auf  die 
Algebra  der  Neuzeit  Die  historischen  Angaben  sind  reichlich,  jedoch 
Erklärung  und  Betrachtung  in  ununterbrochenem  Faden  verwebt,  so 
dass  in  Ermangelung  eines  Registers  das  Einzelne  nicht  leicht  nach- 
zuschlagen ist.  Will  man  es  in  dem  Sinne  als  „Ergänzung"  der  ge- 
wöhnlichen Lehrbücher  der  Arithmetik  ansehen,  sofern  es  deren 
historische  Anmerkungen  gründlicher  und  umfassender  ersetzt,  so 
geht  es  jedenfalls  über  diese  Bestimmung  weit  hinaus;  es  würde  eher 
sich  zu  einer  neben  dem  Unterricht  hergehenden  besondern  Leetür o 
eignen.  H. 


Ueber  das  Ausziehen  der  Quadratwurzel  bei  Griechen  und  In- 
dern.   Von  Oberlehrer  Karl  Hunrath.   Hadersleben  1883.    4°.35S. 

Die  Berechnung  irrationaler  Quadratwurzeln  vor  der  Herrschaft 
der  Decimalbrüche.  Von  Karl  Hunrath.  Kiel  1884.  Lipsius  u. 
Tischer.    56  S. 

Die  erste  Arbeit  bespricht,  hauptsächlich  im  Anschluss  an  die 
Abhandlung  von  S.  Günther:  „Die  quadratische  Irrationalitäten  der 
Alten  und  deren  Eutwickelungsmethodenu  —  kritisch  historisch  das 
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Rechnungs  verfahren  der  Griechen,  und  zwar  nach  einander:  die 
Quadratwurzel  aus  2;  den  goldenen  Schnitt;  die  Quadratwurzel  aus  3; 
aus  5;  die  Kreismessung  des  Archimedes  ;  die  Heronischen  Währungs- 
werte; die  Methode  der  Astronomen;  dann  das  Verfahren  der  Inder* 
und  zwar:  die  Quadratwurzel  aus  2  und  aus  3  in  den  Qulvas&tras; 
die  Methode  Bhäskara's;  die  Rectification  des  Kreises  und  des  Kreis- 
bogens, die  Trigonometrie. 

Die  zweite  Arbeit  stellt  erst  die  Litteratur  zusammen  und  be- 
ginnt dann  mit  einer  Controversc  gegen  Weissenborn.  Sie  bespricht 
das  Annäherungsverfahren  der  Griechen,  Inder,  Araber  und  Abend- 
länder bis  zur  Einführung  der  Decimalbrüchc.  H. 
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Geometrie. 

Rein  geometrische  Theorie  der  Darstellung  binärer  Formen  durch 
Punktgruppen  auf  der  Geraden.  Von  Dr.  Hermann  Wiener, 
Privatdocenten  der  Mathematik  in  Halle  a.  S.  Darmstadt  1885. 
L.  Brill.    83  S. 

Wir  können  die  Leistung  der  Arbeit  nicht  besser  cbarakterisi- 
ren,  als  der  Verfasser  es  in  der  Einleitung  selbst  getan  hat.  Sie 
besteht  in  einer  Erweiterung  der  Staudt'schen  Methoden  der  reinen 
Geometrie.  Staudt  ersetzt  ein  Puuktepar  durch  die  Gesamtheit  der 
oo1  Punktepare,  die  zu  ihm  harmonisch  liegen,  d.  h.  durch  eine  In- 
volution, und  diese  vertritt  vollkommen  dessen  Stelle.  Ist  nun  au- 
statt'des  Punktepares  eine  Gruppo  von  3  Punkten  gegeben,  so  kann  mau 
00  *  Gruppen  von  3  Punkten  finden,  deren  jedo  zur  gegebenen  eine  Lage 
hat,  welche  der  harmonischen  Lage  jener  Punktepare  entpricht.  Die  Ge- 
samtheit dieser  Gruppen  heisst  ein  Polarsystem  3.  Ordnung,  und  jene 
3  Punkte  dessen  Ordnuugspunkte.  Kanu  man  nun  ein  System  con- 
struiren,  dessen  Gruppen  in  ihrer  gegenseitigen  Lage  dieselben  Eigen- 
schaften aufweisen,  wie  die  des  vorigen,  so  vertritt  auch  dieses  die 
Stelle  von  3  Punkten,  selbst  daun,  wenn  man  keine  seiner  Ordnungs- 
punkte kennt.  Auf  diese  Weise  kommt  der  Verfasser  zu  einer  De- 
finition der  Polarsysteme  »ter  Ordnung  auf  der  geraden  Linio  und  ver- 
sucht von  ihr  aus  Methoden  zu  gewinnen,  dio  zur  rein  geometrischen 
Behandlung  der  Invariantentheorie  binärer  Formen  geeignet  erscheinen. 
Alle  zu  construirendon  Gebilde  worden  auf  eiuer  Geraden  liegend 
gedacht,  und  in  dieser  sind  es  3  Aufgaben,  deren  Lösungen  die  Ele- 

Arch.  d.  Math.  u.  Phyi».  2.  Reihe,  Teil  III.   Heft  4.  4 
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raente  zu  allen  Constructionen  bilden,  nämlich:  1)  von  einem  Punkt 
zu  2  andern  den  vierten  harmonischen  zu  suchen ;  2)  zu  einem  Punkt 
den  zugeordneten  in  einer  Involution  zu  suchen,  die  durch  2  ihrer 
Punktepare  gegeben  ist;  3)  zu  einem  Punkt  den  entsprechenden  in 
einer  Projectivität  zu  suchen,  in  der  3  Punkte  und  ihre  entsprechende 
gegeben  sind.  Die  Teile  der  Arbeit  sind  folgende:  I.  die  Projectivi- 
täten  und  die  Polarsysteme  2.  Ordnung;  II.  die  Polarsysteme  nter 
Ordnung;  III.  die  cyklischen  Polarsysteme.  H. 


Classification  der  Flächen  nach  der  Transformationsgruppe  ihrer 
geodätischen  Curven.  Von  Sophus  Lie.  Universitäts-Programm 
für  das  erste  Semester  1879.    Christiania  1879.    4°.    45  S. 

Mit  der  vorliegenden  Untersuchung  beabsichtigt  der  Verfasser 
seine  Transfonnationstheorie  für  gewöhnliche  Differentialgleichungen 
durch  Anwendung  auf  die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Cur- 
ven zu  verwerten.    Ist  das  Bogenelement  einer  Fläche  auf  die  Form 

gebracht 

&*  —  F(x,y)dxdy 

so  werden  die  geodätischen  Curven  dieser  Fläche  durch  die  Glei- 
chung bestimmt 

9*y       dFdy       dF  fdy\* 

F  R    • 


dx*      dx  dz 


Im  allgemeinen  gestattet  dieselbe  keine  Infinitesimal-Transformation 
d.  h.  es  ist  unmöglich  den  Grössen  x  und  y  solche  Incremente 

ix  —  {(*,  y)3t,      öy  =  ij(a?,  y)dt 

zu  geben,  dass  jede  geodätische  Curve  in  eine  ebensolche,  benach- 
barte Curve  übergeführt  wird.  Es  wird  nun  gezeigt,  dass  es  3 
Flächenclassen  gibt,  welche  eine  infinitesimale  Transformation  jener 
Gleichung  gestatten.  Entweder  kann  F  durch  Einführung  zweck- 
mässiger Functionen  von  x  und  von  y  als  neues  x  und  als  neues  y 

die  Form 

F  =  «■»  0(x  —  y)     (a  const) 

erhalten.  Jede  hierher  gehörige  Fläche  besitzt  die  charakteristische 
Eigenschaft  auf  oc  *  mit  ihr  ähnlichen  Flächen  abwickelbar  zu  sein. 
Oder  F  kann  die  Form 

y  tp(x)  +  0(x) 

erhalten.  Dabei  sind  tp(x)  und  0(x)  durch  2  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichungen näher  bestimmt,  welche  dann  hier  integrirt  werden. 
Oder  drittens  kann  F  die  Form 
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F-qp(*-fy)+«(*-y) 

erhalten.  Dabei  sind  wieder  <p  nnd  O  durch  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichungen bestimmt,  für  welche  mehrere  Particularlösungen  sich 
darbieten.  Dann  werden  die  Flächen  aufgesucht,  welche  mehrere 
infinitesimale  Transformationen  gestatten.  Mehr  als  3  lassen  nur  die 
Flächen  constanter  Krümmung  zu  und  zwar  8.  Mehrere  conforme 
inf.  Transf.  gestatten  ausschliesslich  die  durch 

F  —  Ä(x  —  y)~ 

bestimmten  Flächen,  und  zwar  mehr  als  2  bloss  für  m  —  — 2,  w0 
sie  constante  Krümmung  hat.  Alle  Flächen,  die  zugleich  der  ersten 
und  zweiten  Gasse  angehören,  sind  bestimmt  durch 

-F  —  «y+const 

und  gehören  auch  zur  3.  Classe;  sfe  gestatten  3  verschiedene  inf. 
Transf.  Sie  sind  die  einzigen  gleichzeitig  der  2.  und  3.  Classe  an- 
gehörige.  Fetner  werden  alle  Flächen  für  1.  und  3.  Classe  bestimmt 
Nach  Jacobi  kennt  man  einen  Multiplicator  der  Differentialgleichung 
der  geodätischen  Curven.  Mit  dessen  Anwendung  werden  für  gleich- 
zeitige 2.  und  3.  Classe  ein  oder  2  Lösungen  gefunden.  Schliesslich 
wird  die  genannte  Classification  mit  der  von  Christoffel  gegebenen 
verglichen.  H. 


Et  Par  synthetiske  Methoder  isaer  til  Brug  ved  Studiet  af  me- 
triske  Egenskaber.  Af  Ell  in g  Holst,  Universitets-Stipondiat. 
(Christiania  Videnskabsselskabs  Forhandlinger  1882.  No.  11).  Chri- 
stiania,  Jacob  Dybwad.    111  S. 

Der  Verfasser  führt  zuerst  den  Entwickelungsgang  der  projeetivi- 
schen  Geometrie,  angeregt  durch  Poncelet,  von  Cayley  in  die  nicht- 
euklidische  Geometrie  durch  Erweiterung  der  Massbestimmung  über- 
geführt, dann  von  Poncelet  durch  seine  fundamentale  Theorie  für 
metrische  Eigenschaften  neu  begründet  und  von  Darbouz,  Faure, 
Mannheim  u.  A.  gefördert,  vor,  empfindet  es  aber  als  eine  Lücke, 
dass  die  synthetische  Methode  von  Darboux  auf  analytischer  Be- 
trachtung beruhe,  erwähnt  als  Anfang  zu  deren  Ausfüllung,  dass  er 
bereits  in  3  Aufsätzen  (Math.  Ann.  XI. ,  Bull,  de  la  Soc.  math.  de 
France  VIII  und  Lie  Archiv)  zwei  rein  synthetische  Methoden  in 
Anwendnng  gebracht  habe,  und  nimmt  in  der  gegenwärtigen  Arbeit 
zum  Zielo  deren  Wesen  darzulegen.  Die  3  Capitel  derselben  sind: 
I.  Neue  synthetische  Methoden,  u.  zw.  die  principiellen  Ausgangs- 
punkte, Methode  der  unbestimmten  Exponenten,  Allgemeineres  über 
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descriptive  Eigenschaften  als  Specialfälle  metrischer  Invarianten,  An- 
wendung des  dritten  Princips  über  endliche  Addenden;  IT.  Grund- 
elemente  der  metrischen  Geometrie,  u.  zw.  metrische  Grundelemente 
der  Ebene,  Focaldreieck ,  erste  metrische  Definitionen,  invariante 
Grössen  die  Ebene  betreffend,  metrische  Grundelemente  des  Raum- 
punktes, dessen  erste  metrische  Invarianten,  Geometrie  einer  focalen 
Ebene,  resp.  eines  unendlich  fernen  Punktes,  metrische  Grundele- 
mente und  einfachste  Invarianten  des  Raumes,  Momente;  III.  An- 
wendung der  neuen  synthetischen  Methoden  auf  metrische  Eigen- 
schaften, u.  zw.  metrische  Sätze,  an  die  sich  besondere  Punkte  der 
modernen  Geometrie  anschliessen,  gegebene  symmetrische  Functionen, 
specielle  Anwendung  auf  algebraische  ebene  Curven,  einige  zur. Raum- 
punktstheorie gehörige  Constanten.  H. 


Die  Lehre  vom  Dreikant  im  Sinne  der  reinen  Geometrie,  nach 
heuristischer  Methode  entwickelt.  Von  Dr.  L.  Mack,  Professor 
a.  D.  in  Ludwigsburg.  Mit  einer  Figurentafcl.  Neue  wohlfeilere 
Ausgabe.    Stuttgart  (1885).    Albert  Koch.    237  S. 

Das  Buch  behandelt  die  Lehre  vom  Dreikant  in  16  natürlich' 
vorliegenden ,  principiellen  oder  einfachen  Aufgaben ,  nämlich  aus  3 
Bestimmungsstücken  die  übrigen  zu  finden,  welche  sämtlich  durch 
Construction  gelöst  werden,  und  zwar  ist  grössere  Strenge  und  Voll- 
ständigkeit, als  sie  bisher  gewöhnlich  stattfand,  Gesichtspunkt  der 
Bearbeitung.  Zu  den  einfachen  Bestimmungsstücken  werden  ausser 
Seiten  und  Winkeln  gerechnet  der  Inhalt  (Summe  der  Winkel)  uud 
der  Umfang  (Summe  der  Seiten).  Die  5  Abschnitte  des  Buches  sind: 
Das  Dreikant  in  seinen  Beziehungen  zu  den  ihm  zunächst  verwand- 
ten; seine  Untersuchung  in  Ansehung  der  Seiten  und  Winkel  als 
einfachster  Bestimmungsstücke;  der  Inhalt  und  seine  Bedeutung  als 
fundamentales  Bestimmungsstück  neben  Seiten  und  Winkeln;  der 
Umfang  dito;  Umfang  und  Inhalt,  beide  zugleich  als  Bestimmungs- 
stücke auftretend  nebst  einer  Seite  oder  einem  Winkel.,  Hierauf 
folgen  weitere  Betrachtungen  uud  Zusätze.  Sorgfältige  Vielseitigkeit 
in  der  Betrachtung  und  den  gewählten  Methoden  ist  anzuerkennen. 

H. 


Les  fignres  reeiproques  en  statiquo  graphique.  Par  Luigi 
Crem o na,  Directeur  de  i'äcolo  d'application  des  Ingenieurs,  ä 
Romc.  Ouvrage  pröc6d6  d'une  introduetion  du  Dr.  GiuseppeJuug, 
Professeur  ä  l'Institut  technique  de  Milan,  et  suivi  d'un  appendice 
extrait  des  memoires  et  des  cours  de  statique  graphique  de  Ch.  Sa- 
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viotti,  Profes8eur  k  l'6cole  dos  ingänieurs,  ä  Romo.  Traduit  par 
Loa i8  Bossut,  Capitaine  du  G6nie.  —  Texte  —  Atlas.  —  Paris 
1885.    Gauthier-Villars.    103  S. 

Die  französische  Uebersetzung  der  berühmten  graphischen  Statik 
mit  Anwendung  der  reciproken  Gebilde  von  Cremona  erscheint  hier 
mit  einem  Anhang  in  5  Capiteln,  welcher  die  Fortschritte  der  Theorie 
der  reciproken  Gebilde  seit  1872  enthält  und  auf  Wunsch  Cremona's 
nach  Bearbeitung  von  Saviotti  hinzugefügt  ist.  Voraus  geht  eine 
Einleitung  von  Jung,  welche  die  vorbereitende  Gestaltung  der  Theorie 
der  Kraftsysteme,  die  auf  ein  System  von  Punkten  im  Räume  wirken, 
gibt.  Dann  folgt  die  Schrift  von  Cremona ,  welche  erst  von  Kräften 
am  Soilpolygon,  weiterhin  am  Stabsystem  (travure)  handelt.  Der 
Anhang  ist  betitelt:  Neue  Methoden  für  die  Berechnung  der  Balken- 
netze und  Untersuchung  der  in  beliebiger  Weise:  belasteten  Gebälke 
—  die  einzelnen  Capitel:  Kegelschnitte  der  Kräfte  und  Kegelschnitte 
der  Soilpolygone ,  mechanische,  geometrische  Methode;  Erzeugung 
der  nicht  deformabelu  Balkennctzc;  Berechnung  der  in  den  Knoten 
belasteten  Balkennetze;  nicht  deformirbaro  Balkennetze  belastet  in 
den  Knoten  und  auf  den  Stäben;  allgemeinere  nicht  deformabele 
Balkennetze.  —  Der  Atlas  enthält  die.  zugehörigen  Figuren.   H. 


Elements  of  projeetive  geometry.  By  Luigi  Cremona,  LL. 
D.  Edin.,  For.  Memb.  R.  S.  Lond.,  Hon.  F.  R.  S.  Edin.,  Hon.  Memb. 
Camb.  Phil.  Soc,  Professor  of  Mathomatics  in  the  university  of 
Rome.  Translated  by  Charles  Leudesdorf,  M.  A.,  Fellow  of 
Pembroke  College,  Oxford.    Oxford  1885.     Clarendon  Press.    310  S. 

Mit  der  Uebersetzung  des  Werkes  ins  Englische  sind  einige 
Capitel  hinzugekommen.  Die  Capitel  sind  nun:  Definitionen;  Cen- 
tralprojectionen,  Figuren  in  Perspective;  Homologie;  homologe  Fi- 
guren im  Räume;  geometrische  Formen;  Princip  der  Dualität;  pro- 
jeetive geometrische  Formen;  harmonische  Formen;  anharmonische 
Verhältnisse;  Construction  projeetiver  Formen;  besondero  Fälle  und 
Uebungen;  Involution;  projeetive  Formen  in  Beziehung  zum  Kreise; 
dito  zu  den  Kegelschnitten;  Constructionen  und  Uebungen;  Deduc- 
tionen  aus  den  Sätzen  von  Pascal  und  Brianchon;  Satz  von  Desar- 
gues ;  sich  selbst  entsprechende  Elemente  und  Doppelelemente ;  Auf- 
gaben 2.  Grades;  Pol  und  Polare;  Mittelpunkt  und  Durchmesser 
eines  Kegelschnitts;  polar  reeiproke  Gebilde;  Brennpunkte;  Zusätze 
und  Constructionen.  Voraus  gehen  zwei  Vorreden  des  Verfassers 
zur  Urschrift  und  zur  Uebersetzung.  Erstere  gibt  ein  reichhaltiges 
Verzeichniss  über  den  Ursprung  aller  in   der  projeetivischen  Geo- 
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metrie  enthaltenen  Lehren.  Der  Verfasser  führt  eine  nicht  geringe 
Zahl  derselben  anf  das  Altertum  zurück;  dagegen  lehnt  er  es  ab,  in 
der  Schrift  seibat  den  ersten  Entdecker  jedes  einzelnen  Satzes  zn 
nennen.  H. 


Analytische  Geometrie  des  Raumes  nebst  den  Principien  der 
darstellenden  Geometrie  unter  besonderer  Berücksichtigung  des  Ima- 
ginären zum  Gebrauche  an  technischen  Hochschalen  und  höheren. 
technischen  Schulen,  sowie  znm  Selbstunterricht  Hit  zahlreichen 
Uobungsaufgaben  nebst  Auflösungen.  Ton  Wilhelm  Friedrich 
Schüler.  Erster  Band.  Erste  Haltte.  Mit  vier  Tafeln  in  Stein- 
druck.   Ansbach  1684.    C.  Brügel  u.  Sohn.     223  8. 

Die  frühern  Schriften  des  Verfassers  „Neue  Theorie  des  Imagi- 
nären etc."  nnd  „Lehrbuch  der  analyt.  Geom.  d.  Punkte«  etc."  sind 
im  267.  nnd  262.  litt  Bericht  besprochen.  Die  gegenwärtige  nimmt, 
ungeachtet  des  Gemeinsamen,  keinen  Bezug  darauf.  Der  Verfasse] 
sagt  davon  im  Prospect:  Das  Werk  bezweckt  die  Vereinigung  dei 
analytischen  Geometrie  mit  der  darstellenden  Geometrie  nnd 
Geometrie  der  Lage,  derart  dass  die  Rechnung  die  Grundlage  ab- 
gibt für  die  Erkenntniss  der  Eigenschaften  der  verschiedenen  Baum 
formen  und  ihren  Beziehungen  anter  einander,  sowie  für  die  Ab- 
leitung der  Regeln  der  graphischen  Darstellung  räumlicher  Figuren. 
Es  ist  zunächst  für  Techniker  bestimmt  nnd  soll  in  erster  Reihe 
vorbereiten  anf  das  Stadium  der  technischen  und  analytischen 
Mechanik,  insbesondere  der  graphischen  Statik,  and  für  die  mathe- 
matische Physik.  Es  soll  den  angehenden  Ingenieur  in  Stand  setzen 
grössere  Arbeiten,  namentlich  Calmann's  „graphische  Statik",  mit 
Erfolg  zu  lesen.  Es  soll  dem  Techniker  jenes  Mass  von  geometri- 
scher Durchbildung  gewahren,  das  erforderlich  ist  um  die  an  ihn  zur 
Lösung  herantretenden  ranmilchen  and  mechanischen  Beziehungen 
zu  überschauen  nnd  dieselben  nicht  bloss  graphisch,  sondern  auch 
rechnerisch  zu  bemeistern.  Es  soll  ebeusowol  als  Lehrbach  wie  als 
Nachschlagebnch  dienen.  Die  6  Hauptabschnitte  des  in  Rede  stehen- 
den Teiles  sind:  Geometrische  Grandbegriffe;  die  Lehre  von  den 
rvini-dituttensyatemen  und  den  Coordiuaten  eines  Punktes;  der  Punkt; 
ieck  und  das  Polygon;  die  Affinität;  die  Raumgerade.  Auf 
bsebnitt  folgen  Ucbangsaufgaben  mit  Auflösung.  H. 

er  geographische  Kar  ton -Projektionen.  Vonjosef  Streiss- 
rfessor  an  der  k.  k.  Staats-  Oberreal  schule  in  Graz.  Jahres  - 
der  k.  k.  Staats-Oberrealschnle  in  Graz  für  das  Schuljahr 
Selbstverlag.    18  S. 
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aaf  3  Amte  penpectiriscbe 


Gegeapole) 
Projeetioaea   auf  ahza- 

diejriatt- 

Dcr  Vortrag  ist 

Der  Verfasser  bat 

zweites  Geographcn- 

fflf»di«  uad  dem  Xonnal-Lefcrplan 

H. 


Tob  Dr.  JuL  Petersei,  Doceut  aa  der  polytech- 
Sdnle  im  Kopeuhageu,  Mitglied  der  königlich  dänischen 
Ahadfie  der  Wineuckafibem.  Deutsche  Angabe,  unter  Mitwirkung 
des  Vnfi— tu  besorgt  tob  Dr.  R.  toi  Fischer-Benzon,  Ober- 
lehrer aa  Otmaiimi  im  KieL  Kopenhagen  1884.  Andr.  Fred 
Hoat  m.  Sota.    80  8. 

Die  2  entern  Sitze  der  Einleitung  sind  zu  berichtigen,  ehe  vom 
Ganzes  in  klarer  Weite  die  Bede  sein  kann.  Im  ersten  sagt  der 
Verfasser  (mit  Berufung  auf  Ampere):  „Die  Kinematik  stellt  sich 
die  Aufgabe,  die  Bewegung  der  Körper  auf  die  einfachste  Weise  zu 
beschreiben.44  In  der  Tat  charakterisirt  es  die  vorliegende  Arbeit, 
dass  sie  sich  Beschreibung  allein  zur  Aufgabe  macht  Auch  bietet 
die  Kinematik  soviel  beschreibenswttrdiges  dar,  dass  es  schon  loh- 
nend erscheinen  mag,  eine  Auswahl  daraus  vorzuführen  und  zum 
Verständniss  zu  bringen.  Unberechtigt  ist  es  aber  jedenfalls,  der 
Kinematik  als  Wissenschaftszweig  diese  Beschränkung  aufzuerlegen. 
Die  Aufgabe  der  Kinematik  ist  es  vielmehr,  die  Bewegung  der  Ge- 
bilde, ihre  Möglichkeit,  ihre  Bedingungen,  Folgen,  Erzeugnisse  u.  s.  w. 
zu  untersuchen  und  die  aller  Untersuchung  zu  Grunde  liegenden  Be- 
griffe und  Ausdrücke  zu  fixiriren.  Der  zwoito  Satz  der  Einleitung 
lautet:  „Als  Wissenschaft  bildet  dieselbe  ein  Mittelgliod  zwischen  der 
reinen  Geometrie  und  der  Dynamik,  indem  sie  Rücksicht  nimmt  auf 
die  Zeit,  in  der  die  Bewegungen  vor  sich  gehen,  aber  nicht  auf  dio 
Kräfte,  durchweiche  sie  hervorgerufen  werdon."  Es  gehört  wol  wenig 
Besinnung  dazu  um  zu  gewahren,  dass  dor  genannte  Unterschied 
der   Kinematik  und  Geometrie  gänzlich  hinfällig  ist    Dio   Thoorio 
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bleibt  völlig  unverändert,  wenn  wir  statt  der  Zeit  einen  Parameter, 
statt  eines  Parameters,  dessen  ungleicher  Variationssinn  nicht  in  Be- 
tracht kommt,  die  Zeit  setzen.  Letzteres  geschieht  zur  Erleichterung 
der  Vorstellung.  In  gleichem  Falle  ist  ein  anderes  Merkmal  der 
Kinematik,  welches  hier  nicht  geltend  gemacht  wird.  Bei  der  Be- 
wegung eines  Gebildes  müssen  wir  stets  voraussetzen,  dass  jeder 
Punkt  desselben  während  der  Verschiebung  sich  identisch  bleibt. 
Doch  begründet  auch  dieser  Umstand  keinen  Unterschied  gegen  die 
Geometrie.  In  letzterer  wird  stets  einem  Punkte  eines  mit  einem 
Parameter  variirenden  Gebildes  ein  bestimmter  Puukt  des  conse- 
cutiven  entsprechen;  das  Entsprechen  aber  und  die  Identität  sind 
theoretisch  ganz  gleichbedeutend.  Die  Wahlfreiheit  im  Entsprechen 
ist  in  der  Kinematik  so  unbeschränkt  wie  in  der  Geometrie;  erst 
bei  Anwendung  auf  physische  Körper  tritt  dafür  Bestimmung  durch 
physische  Eigenschaften  ein.  In  jeder  Beziehung  also  ist  die  Kine- 
matik nicht  ein  Mittelglied  der  Geometrie  und  Dynamik,  sondern 
ein  wesentlicher  Bestandteil  der  Geometrio,  deren  unentbehrliches 
Mittel  und  Organ;  man  kann  höchstens  sagen*  ein  solches,  das  sich 
zur  Anwendung  auf  Dynamik  besonders  eignet.  Die  vorliegende  Arbeit 
nimmt  nicht  sichtlich  die  Umfassuug  des  Ganzen  oder  eines  definirten 
Teiles  der  Kinematik  zum  Ziele:  anfänglich  sind  es  zwar  fundamen- 
tale, weiterhin  aber  mehr  ausgewählte  Themata,  welche  in  Betracht 
gezogen  werden ;  zuletzt  wendet  sie  sich  ganz  den  speciell  technischen 
Fragen  zu,  was  dio  Absicht  vermuten  lässt,  eben  jenen  technischen 
Aufgaben  eine  mehr  wissenschaftliche  Basis  zu  verleihen.  Die  The- 
mata sind  folgende:  Geschwindigkeit  bei  Bewegung  eines  Punktes, 
u.  zw.  Zerlegung  und  Zusammensetzung  von  Geschwindigkeiten,  zu- 
sammengesetzte und  relative  Bewegung,  Roberval's  Methode  der 
Tangen teu;  Geschwindigkeit  bei  der  Beweguug  eines  unveränderlichen 
Punktsystems,  u.  zw.  Trauslatiou,  Rotation,  Eiemcntarbewegung,  Zu- 
sammensetzung elementarer  Rotationen,  Bestimmung  der  augenblick- 
lichen Drehaxo  aus  den  Geschwindigkeiten  dreier  Punkte;  Linien- 
coraplexe,  NuUliuien,  conjngirte  Linien,  Bestimmung  der  augenblick- 
lichen Axe;  die  Charakteristik,  Beweguug  mit  gebundenen  Punkten; 
Beschleunigung  eines  Punktes,  u.  zw.  Zerlegung  und  Zusammen- 
setzung von  Beschleunigungen,  Beschleunigung  der  zusammengesetzten 
Beweguug;  Beschleunigungen  eines  Punktsystems,  u.  zw.  Punkte  einer 
geraden  Linie ,  Streckungsbescheunigung  einer  Geraden,  Bewegung  in 
der  Ebene,  im  Räume;  über  endliche  Bewegungen:  Reduction  der 
Beweguug  auf  eine  Rollung;  gegliederte  Systeme,  und  besonders  die 
Dreistabscurve,  der  Pautograph,  Invcrsoren,  Plauimcter;  Anwendungen 
der  Praxis  eutnommeu,  u.  zw.  Watt's  Parallelogramm,  Stephensou's 
Coulissensteuerung,  Cardano's  Universalgelenk,  Zahnräder.       H. 
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Darstellende  und  projective  Geomctrio  nach  dem  gegenwärtigen 
Stande  dieser  WisHCiischaft  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedürf- 
nis »oberer  Lehranstalten  aud  das  Selbststudium.  Von  Dr.  Gustav 
Ad-  V.  Poschka,  k.  k.  Regicrungsrath,  ordentl.  öffentl.  Hoch  schul  - 
Professor,  Mitglied  der  k.  k.  Staats-  und  Diploms-Prüfuugs-Com- 
mission  an  der  k.  k.  technischen  Hochschule  in  Brunn ,  emeriL  o.  ö. 
Professor  der  Mechanik  und  Maschinenlehre ,  des  Maschinenwesens 
und  des  Maschinenbaues,  Mitglied  gelehrter,  patriotischer  nnd  huma- 
nitärer Gesellschaften  and  Vereine,  Besitzer  der  österr.  grossen 
goldenen  Medaille -für  Wissenschaft  und  Kunst,  des  goldenen  Vcr- 
dienstkreozes  m.  d.  Krone,  Ritter  des  h.  Sachsen  -  Ernestinisehun 
Hausordens  zweiter  Classe,  des  künigl.  Serb.  St.  Sava-Ordous,  des 
Grossb.  Hesseu'schon  Verdienst- Ordens  erster  Classe  Philipp  des 
Grossmüthigen  etc.  —  Dritter  Band  mit  einem  Atlas  von  42  Tafeln. 
—  Vierter  Band  mit  einem  Atlas  von  30  Tafeln.  —  Wien  IÖ84— 
1885.    Carl  Gerold's  Sohn.    791  +  605  S. 

Der  erste  Band  ist  im  275.  litt.  Bericht  S.  27.  besprochen.  Der 
dritte  behandelt  in  gleicher  Weiso  die  Flächen  2.  Grades  und  zwar 
zuerst  die  durch  gerade  Linien  erzeugten,  nämlich  nach  einander 
dio  Erzeugung  and  Fuudamental-Eigcnschaften  windschiefor  Flächen 
im  allgemeinen,  das  windschiefe  Hyperboloid,  das  orthogonale  Hyper- 
boloid, den  gleichseitigen  Kegel,  das  gleichseitige  Hyperboloid,  daa 
hyperbolische  Paraboloid,  das  gleichscitig-hyperbolischo  Paraboloid, 
das  windschiefe  Rotati  oushyperboloid ,  Darstellung  in  verschiedenen 
Projcctiouen  nnd  Lösung  einiger  Aufgaben,  Aufgaben  nnd  Construc- 
tioucn  betreffend  das  hyperbolische  Paraboloid,  Strictionslinicu  der 
Regelflächen  2.  Grades.  Dann  folgen  die  N ich tregcl dächen ,  insbe- 
sondere die  Kugel,  das  Kugeigebusch ,  das  Priucip  der  reeiproken 
Radien,  das  Kugelhüschcl  und  das  KngelbUudcl,  Theorie  der  Kugol- 
bcruhruug  und  der  AehnlichkeitBpnnkte,  dio  Dupin'sche  Cyclidc ;  dann 
die  Rotationsflächen  2.  Grades,  insbesondere  das  Sphäroid,  das  Ro- 
tationsparaboloid ,  dio  Rolatioushyperboloide ;  dann  dio  dreiaxigeu 
Flächen  2.  Grades,  u.  zw.  Eutwickcluug  von  Eigenschaften,  welche 
für  die  graphische  Darstellung  von  Wichtigkeit  sind,  Coustructioueu 
uud  Aufgaben  betreffend:  die  Flächen  2.  Grades,  das  Rotations- 
ellipsoid, das  bifocale  Uotationshypcrboloid,  das  Rotationsparaboloid, 
das  dreiaxigo  Ellipsoid,  das  elliptische  Paraboloid;  Schnitt  der  Flä- 
chen 2.  Grades,  die  2  Flächen  2.  Grades  gemeinschaftlich  umschrie- 
bene Developpablc ,  Scharen  von  Flächen  2.  Grades,  confocalo  Flä- 
chen, dio  stereographisebe  Projcction,  ihre  Verallgemeinerung  für 
Flächen  2.  Grades  und  Anwendung  als  Kartenprojoction. 

Der  4.  Band   bebandelt  windschiefe  Flächen  h 
insbesondere  Kegelflächen  3.  Grades,   allgemeine  ] 
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Konoide,  die  Theorie  der  Normalenflächen,  die  Wölbfläche  de» 
schiefen  Eingangs,  das  Kegolschnittskonoid ,  das  Kugelkonoid,  das 
Cylindroid,  Normalenflächen  längs  ebener  Schnitte  2.  Ordnnng;  ferner 
die  Theorie  der  Rotationsflächen;  ferner  Umhüllungsflächen,  insbe- 
sondere die  Ringfläche;  ferner  die  Schraubenlinie,  Schraubenflächen 
im  allgemeinen  und  Schraubenregelflächen,  Constmctionen  in  Bezug 
auf  dio  developpable  Schraubenfläche,  die  windschiefe  Schrauben- 
fläche und  das  Schraubenkonoid,  Constmctionen  und  Aufgaben  be- 
züglich allgemeiner  und  besonderer  ebener  Schnitte,  Tangentialebenen 
etc.  von  windschiefen  Schraubenflächen  und  Schraubenkonoiden; 
ferner  Schattcnlehre,  u.  zw.  Construction  der  Schatten,  Schlag  - 
Schattenbestimmung ;  ferner  Belcuchungsintensitäten ,  insbesondere 
Construction  der  Isophoten  für  krumme  Flächen.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Proceedings  of  the  Canadian  Institute ,  Toronto,  being  a  continua- 
tion  of  the  „Canadian  Journal44  of  Science,  Literature  and  History. 
Vol.  IL    Toronto  1884.    Copp.  Clark  and  Co. 

Wie  aus  dem  Titel  zu  ersehen,  ist  die  Ausgabe  der  „Procee- 
dings"  kürzlich  an  dio  Stelle  des  früheren  „Journal"  getreten.  Das 
vorliegende  2.  Heft  des  2.  Bandes  enthält  zuerst  2  längere  mathe- 
matische Abhandinngen,  nämlich: 

P.  Young:  Principien  der  Lösung  von  Gloichungon  der  höhern 
Grade.  —  Lösung  lösbarer  Gleichungen  5.  Grades. 

Dann  folgen  die  Berichte  der  9.  bis  25.  Sitzung  von  Januar 
bis  Mai  1884,  nebst  Mitteilungen  von  Arbeiten  naturwissenschaft- 
lichen, nicht  mathematischen  Inhalts.  H. 


Periodico  di  Matemaüca  per  l'iuseguamento  secondario  diretto 
da  Davide  Bcsso,  Prof.  di  matematica  nel  R.  Istituto  teenico  di 
Roma.  Anno  I.  Roma  1886.  Tipografia  delle  science  raatomatichc 
e  fisiche. 

Von  dieser  neuen  mathematischen  Zeitschrift  erscheint  in  je  2 
Monaten  1  Heft,  so  dass  also  6  Hefte  einen  Jahrgaug  bilden.  Den 
Mitarbeitern  sind  25  [Freiexemplare  ihrer  Arbeiten  zugesagt  Das 
erste  Heft  von  2  Bogen  enthält: 
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D.  Beaao:  Ueber  das  Tetraeder  von  gleichen  Seiten. 

A.  Faif  ofer:  Beweis  eines  fundamentalen  Satzes  ans  der  Theorie 
der  Aequivalenz. 

Hierauf  folgen  Uebongen  für  die  Schule,  eine  liccension,    eine 
Aufgabe  und  Bacheranzeigen.  H 

Rendiconti  del  Circulo  matcroatico  di  Palermo. 

Das  Verzeichniss  (März  1885)  uenut  33  Mitglieder.  Die  Sitzungs- 
berichte g  eben  kurze  Mitteilungen  über  deren  Arbeiten,  meist  nur 
Resultate.  H. 

Journal  de  MatMmatiques  speciales  ä  Fusage  des  Candidats  aux 
ficoles  Polytechniques,  Nonnale  et  Centrale  publik  sous  la  direction 
de  MM.  J.  Bourget,  Becteur  de  l'Acadämio  de  Clermont,  do  Long- 
cbamps,  Profcsseur  do  Math6raatiques  speciales  au  Lyceo  Charlc- 
jm^e,  Vazcillo,  Directeur  des  etudes  ä  rficolc  preparatoirc ,  do 
Saintc-Barbe.  2*  sexie,  tome  quatrienie,  an  nee  1885.  Paris  1885. 
Ch.  Delagrave. 

Journal  do  Mathtonatiqucs  flementaircs  ä  l'usago  de  tous  les 
Candidats  aux  ecoles  du  gouvernemeut  et  les  Aspirants  du  Bac- 
calaureat  es  sciences  etc.  wio  oben. 

Die  Hefte  beider  Journale  erscheinen  stets  gleichzeitig  jeden 
Monat.  Sie  enthalten  eine  reiche  Sammlung  von  Sätzen  und  Auf- 
gaben zur  Uebung,  in  dem  einen  mehr  elementar  als  im  andern. 

H. 


Mathesis,  recueil  mathematiquo  k  i'usage  des  Ecoles  speciales  et 
des  etablissements  d'iustruction  moyenne,  publie  par  P.  Mansion 
Ancien  elevo  de  TJficolo  Normale  des  sciences,  Professcur  ordiuairo 
ä  PUniversit6  de  Gand,  Correspoudant  de  PAcademio  royalo  do  Bel- 
gique,  etc.  et  J.  Neuberg,  Ancien  eleve  de  l'ßcolo  Normale  des 
sciences,  Professeur  ä  l'Uuiversitä  de  Liege,  Membro  de  la  Societö 
Royale  des  sciences  de  Liege,  etc.  Avec  la  collaboration  de  plus- 
ieurs  Professeurs  beiges  et  etrangers.  Tome  cinquieme.  Annee 
1885.    Gand  1885.    Ad.  Hoste.    Paris,  Gauthier-Villars. 

Der  5.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen: 
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6.  Petit-Bois:  Uebor  die  angenäherte  Inhaltsberechnung  der 
ebenen  Flächeostücke. 

£.  Cesdro  et  J.  Neuberg:  Bemerkungen  über  den  Krüm- 
mungskreis der  Ellipse. 

Halsted:  Volum  eines  Prismatoids. 

d'Ocagne:  Note  über  die  parabolischen  Verbindungen.  — 
Transformation  der  barycentrischen  Eigenschaften  mittelst  der  Me- 
thode der  reeiproken  Polaren. 

£.  Cesdro:  Ueber  die  osculirende  Helix.  —  Ueber  die  Summe 
der  gleichhohen  Potenzen  der  n  ersten  ganzen  Zahlon.  —  Ueber  ein 
bemerkenswertes  symbolisches  Gesetz.  —  Bemerkungen  zur  elemen- 
taren Geometrie.  —  Ueber  den  kürzesten  Abstand  zwischen  2  un- 
endlich nahen  Geraden.  —  Ueber  einen  Satz  von  Mansion. 

P.  Mansion:  Definition  einer  incommensurabeln  Zahl.  —  Ueber 
den  zweiten  Mittel  wertsatz,  nach  L.  Kronecker.  —  Eine  algebraische 
Acquivaleuz,  uach  L.  Kronecker.  —  Fundamentalprincip  der  Grcnz- 
methode.  —  Allgemeiner  Charakter  dor  Convergenz. 

H.  Brocard:  Aufgaben. 

C.  Bergmans:  Sätze  über  die  Parabel. 

E.  Catalan:  Ueber  die  Nabelpunkte  der  Flächen.  —  Ueber 
die  Watt'sche  Curvo. 

E.  Lomoine:  Verschiedene  Eigenschaften  des  Kreises  und  der 
Geraden  von  Brocard. 

Do  Tilly:  Ueber  die  simultanen  linearen  Differentialgleichun- 
gen. —  Ueber  die  Ceutralaxe  und  die  gleitende  augenblickliche  Axe. 

Weill:  Einige  elementare  Aufgaben  bezüglich  auf  das  Würfel- 
spiel. 

J.  Neuberg:  Ueber  das  harmonische  Viereck.  H. 


Taf.BI. 


Lanar :   J)rr  Jcucrbachlcke    Satx. 
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